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В. М. Чепурова ОБ ОДНОЙ ФОРМЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИИ ДЛЯ ЭЛЕМЕНТОВ 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЙ ОРБИТЫ , 

В статье в самом общем виде выведены дифференциальные уравнения для эле-
ментов гиперболической орбиты, промежуточной для материальной точки, движущейся 
в поле тяготения сжатой планеты. Орбита построена на основе симметричного вариан-
та задачи двух неподвижных. центров. О возмущающей функции этих уравнений 
известно только, что она имеет гравитационную природу. 

N 
В работах [1, 2, 3] была построена и исследована промежуточная 

орбита гиперболического типа, основанная на симметричном варианте 
обобщенной задачи двух неподвижных центров t[4]. Силовая функция 
этой задачи хорошо аппроксимирует потенциал сжатого тела. 

Выберем прямоугольную систему координат Oxyz с началом в 
центре масс планеты и осью Oz, направленной по оси ее вращения. 
Тогда дифференциальные уравнения движущейся относительно планеты 
точки в случае, когда постоянная энергии задачи больше нуля, имеют 
вид: 

dzx = dU_ . _ dR 
dt* дх дх 

d2y _ ди dR m 
dt2 ~ ду dy ' ^ ' 

d2z __ dU ' dR 
dt2 dz dz ' 

a 
fmV 

где U — силовая функция задачи, учитывающая сжатие планеты; R — 
возмущающая функция; х, у, г—прямоугольные, а г],- w—эллипсо-
идальные координаты движущейся точки; с — постоянная задачи двух 
неподвижных центров, имеющая вполне конкретное значение для каж-
дой планеты; связь прямоугольных координат с эллипсоидальными 
выражается формулами ' 

* = + С2) (1 _ Т]2) cos да, 

У = ViF 'rC2) (1—tf)sinw, (2> 

2=!T], 

здесь / — постоянная тяготения; m —масса планеты. 
При R— 0 уравнения (1) будут представлять собой уравнения про-

межуточного движения, формулы которого, выведенные в работе [2], 
записываются следующим образом: 
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причем 

t g ~ = n ' t g - | - , ф = и +' © (i|>), и = ф + ©; 

w = w-\-Q + t(ojj), w = arctg t g ( p ; 
a 

Й == 0 + о ==чо (1 + ô) + vtj?; 
« 

= e*tg £ — Ln tg •—45° j 4- fx (,|>); 

M = M + n(t — t0) + 'k0№ 

p = a( 1 - е 2 ) ; а = 1 Л — s 2 ; 

M 

(3) 

(4) 

(5) 

e = — ; v = i / ( 6 ) 
p у . e+l 

a co(ijj), 7 i M — периодические части функции со(ф), £(aj)), (ф), 
имеющие вид 

© (ф) = Л02 sin + Л20 sin 2и + . . . 

£ W = coi sin ф + с02 sin - ! - . . . 

А ( Ф ) = Ko.s'm 2 и + ••• " 

В этих формулах постоянные а, е, s, ©, Q, М принимаются за эле-
менты промежуточной орбиты, t0 — за начальный момент времени, а 
коэффициенты е, е*, р, v, Аоо, с0, Л -̂, сц, Яг;3- представлйются в виде ря-
дов, расположенных по степеням параметра е2 (6): 

ё"= е [1 — е2 (е2 — 1) (1 — 2s2)}, 

е * = = е [ 1 - f - е 2 ( е 2 — 1 ) а 2 ] , 

с0 = -|-а(е 2—1), ^ 

v = - ^ - ( 1 2 - 1 5 s 2 ) , n = , c 9 ( H - v ) ; 

о̂о = — 1)3/2(8 — 32s2 + (7) 
lb 

A02 = - | - s 2 6 a , Л20 = — 1); 

82 2 
£oi = = ~— 2е 2а б, с 0 2 = — — — cl б ; 4 

Я20 = 4 52 (б2 — I)3 /2 . 
4 

Здесь и в дальнейшем мы будем ограничиваться точностью до е2, по-
этому, так как Яоо~е4, последнюю формулу (о) запишем в виде 

M = jft + n(t-~t0). 
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Постоянные интегрирования дифференциальных уравнений проме-
жуточного движения h, с ь с2 можно связать с первыми элементами а, 
е, s (назовем их условно «неугловыми»), если ввести обозначения: 

— > L = a , = ( 8 ) 

2 h Рт* 2са ' 

Тогда для элементов а, е, « имеют место соотношения [3]: 

а = а[1 Ч-е3(е2 — 1) 

е2 — 1 = (е2 1) [1 — ( З е + 1) (1 

1—s2 = (l —s 2 ) [ l —ea — 1) (9) причем 
р = а(1 —е2), в = -4-, 

Р 
е = е [ 1 + 2e2(l — s2)(e2—1)], 

Нетрудно также показать, что для определения аналога среднего дви-
жения п мы имеем точную формулу [3]: 

У ( - а ) « 
(10) 

Аналогичные системе (1) дифференциальные уравнения, только не-
сколько в другой форме, были выведены Б. Н, Носковым в работе [5] 
для асимметричного варианта задачи двух неподвижных центров. При-
меняя к первым трем интегралам уравнений промежуточного движения, 
а также к формулам (8), (9), (3—5) «основную операцию» [6] и вы-
полняя все выкладки примерно в том же порядке, что в работе [5], 
только оставаясь в прежней системе координат, после некоторых преоб-
разований мы приходим к следующим дифференциальным уравнениям: 
сначала для величин й, ё, § (8); 

da 
~~dt 

de_ 
dt 

d7 1 —s* 
dt s p 

где 

DT =2DT(XF'X+YF'Y-{-IF'2), 

a ^ F x W + F'yM + Fzlz], (11) 

" {Fxl^+F'yW + Ftlz']}, 

c' Fa 1 dR 
ftn fm oq 

а величины [x],'[y], [z] и [x'], [y'], [z'\ имеют вид соответственно 

X [*] = ТГ * -i— Г (xr — xr), 
e ае 

1 
Ы = ——r(yr — t/r), 

e ае 

ае ае 
(12) 
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•ху — ху [х[] = г (xr — xf)-\- у 

[y']=r(yr — yr)^x-

1 - s a 

ху- ху 

1 — s"2 

[z']= г (zr — zr) — C2Z 

и г = Ух2 у2 +z2 — радиус-вектор движущейся точки; продифференци-
ровав соотношения (9), получим дифференциальные уравнения для 
самих «неугловых» элементов а, е, s; правые части их зависят от пер-
вых производных величин а, ё, и, наконец, из формул (3) — (5) по-
лучаются уравнения для «угловых» элементов — о, й, М: 

da ( dco \ , : Ы• 
dM ( dM . , П, 
dt \ dt 

где 
— ) = coss + аее 4-dm 
И 
dQ 
dt 

j = Q j + Q j + Q a a , (14) 

Здесь символом обозначаем производную любой функции f по 
времени, входящему толькр через оскулирующие элементы, за которые 
можно принять элементы а, е, s, со, Q, М; ( коэффициенты уравнений 
(14) с точностью до s2 представляются формулами: 

юд = - — - /1 + — е2 е2 (1 — 2s2) + cosibе Г1 + —(8 — s2e2 — 16s2)l — 
а [aesin г|з [ 2 v ' 1 Y 4 4 

— cos 2$ — е2 (2 — 3s2) + [cos (2® + -ф) — cos (2ю + ЗЩ — s2 (е2 — 1) Л ; 
4 8 J 

= n -n1„ f ̂  [2 -! 82 (I - 2s2) (Зе2 + 2)] + 
е (е2— 1) sintp [ 

+ cos % [е2 + 1 + ^ (16 — s2e2 — 33s2) J — 

— cos 2^-у-е3 (2 — 3s2) + [cos (2со + ijj)— 

— cos (2co -j- Зг{э)] s2e2 (e2 — 1) j ; 

to. = — [ctg <p + — s2(e2 — 1)dgu + 4e2s2esinife -f — s2e2sin2oJ>l ; 
s L 4 4 J 

Q = e2" [6g + cos \b (e2 + 4) — cos 2Ф gl; 
а 2c sin ^ 1 * 1 

= 2 p * i ) a n * [ 4 < 2 е 2 + l) + cosifeg(e2 + 9)~cos2tfe2e2J; 

6 ВМУ, № 1, физика, астрономия 



82 

Qs = — 

M _ = — 
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~ ~ jxtg ф + -j- s2e (8 sin % + е sin 2i|>) j ; 

I _ _ re (e2 _j_ 2 ) -b 
aesin (e + cos г]5) (1 + e cos ij)) 

+ e\2 (ea + 3) + s2 (7e* — 13ea — 10)] + 

+ cos ty |~3e2 + 1;— ̂  (4e* — 32e2 — 17s2e* + 77s2e2 — 4s2) J + 

+ cos 2if> e J1 4* - J (4e* - 8e2 — 2 — 3s2^ + 1 ls2e2 + 4s2) j •—" 

— cos Ц e*[4 (ea — 2) s2 (3ef — 11)] + , 

+ cos 2<в — s2(e2— 1) (e2 + 2) e + cos (2a> + t|>) (e2 — 1) (1 le2 + 4) 4-
8 16 

+ cos (2ю —1|>) — (e2— l)e2 + 
16 

+ cos 2 (w - j - ty) — s2 (e2 — 1) (e2 + 4) e + 
4 

+ cos (2(0 + 3t|>) — (e2 — 1) (1 le2 + 4) + 
16 

+ cos 2 (to H- 2i|?)—s2 (e2 — 1) (e2 + 2) e + 
8 

+ cos(2oo + 5t|?) e2sa 

16 
— 1> 

- { f (*2 + 5) + = — . - - = -e ye2 — 1 sini|5 (1 + e cos tj>) 

+ - j e [2e* - f Зе2 + 1 — s2 (7e« — 13e2 — 10)] + 

+ cos t [Зе2 + 1 -I- 82 e2 (e2 + 3 — 8s2)] + 

+ cos [^ + 1— s2(2e4 — Зе2— 1 — Зе^2 + btfs2 + 2s2)] + 

+|cos 2a> — (e2 — 1) (5e2 + 4) e + 
16 . * 

+ cos (2(0 -j- oj>) — s2 (e2 — 1) (13e2 + 4) + 
8 

+ cos (2ю + 3"ф) — s2(e2 — 1) (1 le2 + 4) + 
8 

- f cos 2 (Ю + 2т|э) (e2 - 1) (Зе2 -1- 4) e } ; 

Ms= ±_(e2 —l)3 /2 s c tg «— 4 esin ^ (15) 
l+ecos^ J 

Опираясь иа формулы (6) и (9) , можно вывести уравнения для ве-
личин р и р: ^ 

+ I % 2 r ( i j r - y i ) + ; р ' г 2 \ г & - г г ) : + <&] (Па) 
at 
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и 
= р[ 1 — е2а2 6 (е2 + 1)] — 4 s s a e 2 ( ? — 1 ) . 

Формулы (14), (15) полностью определяют величины 

^ , а уравнения (13) и продифференцированные соотно-
шения (9) представляют Собой искомые дифференциальные уравнения 
для оскулирующих элементов а, е, s, со, М, Q возмущенного движения 
в общем виде. 
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