
g o ВЕСТН. -МОСК. УН-ТА. СЕР. ФИЗИКА, АСТРОНОМИЯ, Т. 18, № 3 — 1977 

УДК 539.293.536.21 

В. J1. Бонч- " КУЛОНОВСКАЯ ЩЕЛЬ 
Бруевич В НЕУПОРЯДОЧЕННОМ 

ПОЛУПРОВОДНИКЕ 

Условия возникновения кул'оновской щели в энергетическом спектре неупорядо-
ченных полупроводников изучаются без предположений модельного характера (в част-
ности, без спецализации явного вида экранированного потенциала взаимодействия). 

Введение. Как известно, в запрещенной зоне неупорядоченного по-
лупроводника имеется набор дискретных уровней. Теоретическое рас-
смотрение показывает (см., например, обзор [1]), что при наличии 
случайного поля спектр их — всюду плотный: плотность состояний, 
р (Е), строго говоря, отлична от нуля при всех энергиях Е (хотя, может 
быть, и очень мала кое-где в запрещенной зоне). Этот вывод,- однако, 
был получен в рамках «одноэлектронного» подхода, в котором кулонов-
ское взаимодействие между электронами учитывается лишь приближен-
но, — через условие полной нейтральности, .экранирование и обычную 
перенормировку энергии (см. ниже — текст после уравнений (6), (7)).„ 

В работах [2—5] и [6] (см. также [7] исследовалось поведение 
плотности состояний вблизи энергии Ферми, F, с более полным учетом, 
кулоновского взаимодействия между электронами, локализованными 
на дискретных уровня^ (уровень Ферми также лежит в запрещенной 
зоне). В рамках определенных моделей был сделан вывод, что функция 
р(£) обращается в нуль в области энергий вблизи уровня Ферми. Суть 
дела, видимо, проще icero уяснить себе с помощью использованной в 
[2] известной модели |плотности состояний [8] (см. рис. 1). Здесь сле-
дует обратить внимание на два обстоятельства. Во-первых, благодаря 
перекрытию хвостов плотности состояний, отходящих от. валентной зоны 
и от зоны проводимости, даже при нулевой температуре имеются цент-
ры, заряженные-положительно и отрицательно. Следует ожидать, что 
пространственное их распределение будет очевидным образом скорре-
лировано так, что вблизи заряженного центра окажутся в основном 
отрицательные и наоборот1. Во-вторых, один из типов возбуждения рас-
сматриваемой системй состоит в переброске электронов из «донорных» 
состояний при E<F ^ «акцепторные» состояния при E>F. При этом 
возникают центры, за 
тельно. В обоих случа 
системы. Ина[че говор 

как взаимодеиствие м 
Очевидно, этот 

Важно лишь, чтобы 
обстоятельств. Так, в 

фяженные соответственно положительно и отрица-
шх кулоновское взаимодействие понижает энергию 
)я, взаимодействие электронов друг с другом и с 

неподвижными зарядами . центров локализации воспринимается как 
эффективное межэле^тронное взаимодействие типа притяжения, т. е. 

^ежду электронами и дырками, 
вывод не связан непременно с моделью рис. 1. 
имело место хотя бы одно из указанных выше 
модели, принятой в работах [3—5], сохраняется 

1 Во избежание недоразумений подчеркнем, что для возникновения такой кор-
реляции требуется лишь перемещение электронов, а не самих потенциальных ям. 
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(хотя и не отмечается словесно) второе нз них1, а в модели Мотта, 
Стрита и Дэвиса [9—11] —первое. , 

Наличие эффективного притяжения естественно приводит к мысли 
о перестройке спектра типа экситонного спаривания. По этой причине 
основной вывод работ [2—6] кажется правильным. Однако некоторые 
пункты расчета кажутся не вполне ясными. Это относится, прежде все-
го, к возможной роли статистической корреляции между уровнями и к 
роли экранирования: Действительно, при определенных условиях 
корреляционная длина может возрастать с уменьшением, разности 
энергий рассматриваемых уровней (так обстоит дело [1] при моттов-
ской и 6-корреляции). Поэтому тот 
факт, что в задаче о щели существен- м 
ны большие расстояния [3—5],, сам Р(Е) 
по себе еще не означает, что корреля-
цией можно пренебречь (особенно ес-
ли корреляционная длина больше ха-
рактерной «длины экранирования», 
что, видимо, не невозможно). Отметим & . с 

В СВЯЗИ С ЭТИМ, ЧТО корреляция между Схематический вид плотности состоя-
! уровнями может быть обусловлена не ний в запрещенной зоне в модели 
только квантовыми эффектами (пере- И- / — хвост плотности состояний 
Крытием соответствующих ВОЛНОВЫХ .«донорного» типа (р<г(Ю): они ней-
, г «ч „ тральны, будучи заполнены; 2 — 
функции), но и автокорреляцией по- хвост плотности состояний «акцеп-
тенциальной энергии электрона в слу- торного» типа (р а (№)) : они ней-
чайном поле [12]. Корреляционная тральны, будучи вакантны. При 7W0 
длина, отвечающая последнему меха- состояния, соответствующие кривой 1 

J • при E > F , несут положительный за-
низму, может оказаться порядка «ДЛИ- р£Д) а состояния, соответствующие 
ны экранирования» (в частности, так кривой 2 при E<F, несут отрица-
заведомо обстоит дело, если случайное тельный заряд 
поле'создано совокупностью хаотичес-
ки распределенных заряженных центров). Далее, не вполне очевидна 
возможность пренебречь эффектом экранирования (что сделано в 
[3—5]). Правда, при p(F) = 0 характер экранирования при очень низ-
ких температурах существенно меняется2, и явный вид экранирован-
ного потенциала заметно отличается от обычно употребляемого. Это, 
однако, означает лишь, что вид потенциала взаимодействия и ход 
плотности состояний при E->F взаимосвязаны: задача носит самосо-
гласованный характер. Отметим, также, что экранирование может 
быть обусловлено и «технологической» корреляцией в пространствен-
ном распределении заряженных центров локализации. 

Наконец, сам факт возникновения кулоновской щели кажется 
слишком фундаментальным, чтобы основывать суждение о нем лишь 
на основании соображений сугубо модельного характера (хотя, видимо, 
в первых работах их и трудно было избежать). 

В настоящей работе делается попытка несколько более общей трак-
товки задачи: сохраняется основное предположение об эффективном 
притяжении, и носители заряда считаются локализованными, но явный 
вид потенциала взаимодействия не специализируется. Расчет (в усло-
виях слабого взаимодействия) ведется для произвольной конфигурации 
случайного поля, что в известной мере снимает проблему учета стати^ 
стической корреляции между уровнями. Естественно, таким путем труд-
но, найти явное выражение для щели, однако в неупорядоченной системе 
последняя задача, видимо, менее интересна, чем могло бы показаться: 
как мы увидим (и как уже отмечалось в работе [4] ), флуктуации слу-
чайного поля «замазывают» щель, оставляя в силе лишь вывод об обра-

1 Это видно, например, из формулы (6.) работы [4]. 
2 Это обстоятельство отмечалось в {3—5]. 

6 ВМУ № 3, физика, астрономия 
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щении плотности состояний в нуль при E—F 1 . При этом явный вид. 
функции р(£) вблизи уровня Ферми устанавливается без предположе-
ний модельного характера. 

) 
§ 1. Гамильтониан и уравнения движения 

Обозначим через у набор квантовых чисел, описывающих состояния 
электронов на дискретных уровнях в «одноэлектронном» приближении. 
В интересующей нас системе вырождение дискретных уровней малове-
роятно; соответственно у есть совокупность радиуса-вектора центра ло-
кализации, .Rv, спинового квантового числа sY, и энергий электрона на 
данном уровне, Wy (мы будем отсчитывать ее от уровня Ферми, пола-
гая F=0). Соответствующие волновые функции обозначим через 
ij)v(x). Поскольку они описывают локализованные состояния, гамильто-
ниан задачи можно записать й виде 

. = £wya;av+ V(y,Y)a;a;,avay, . (1) 
V V&V 

где а*, а обычные операторы порождения и уничтожения 

V (Y, * ' ) = j dxdx' | ifo (x) |2 7 (x - x ' ) i (x ' ) |2 , 

a F(x—x') — эффективная знёргйя взаимодействия в координатном 
представлении; согласно сказанному выше это есть в основном энергия 
притяжения2. При достаточно сильной локализации функций мы 
имеем: . 

V(y, y'~V(Rv-KY). 

Гамильтониан (1) написан для «жесткой» системы атомов; положе-
ния равновесия их (и частоты нормальных колебаний) считаются фик-
сированными и не изменяются при изменении состояния электронов. 
Это означает, в частности, что мы принимаем во внимание только 
безынерционную поляризацию системы. Очевидно, учет инерционной 
поляризации приведет лишь к большей энергетической выгодности за-
ряженных состояний центров локализации. Количественные следствия 
из этого поляронного эффекта требуют специального рассмотрения; 
однако принципиальной роли в задаче, нас здесь интересующей, они, 
по-видимому, не играют. 

Заметим, что гамильтониан (1) коммутирует с оператором 
Пу = a*av; а потому и с суммой N = взятой по какой-либо 

V 
области изменения.у. Это позволяет воспользоваться для исследования 
энергетического спектра методикой, развитой в старой работе [13] 
(см. Приложение). Все же в рамках-принятой выше-постановки задачи 
более'удобным оказывается метод функций Грина с учетом аномальных 
спариваний. Пусть (все обозначения и нормировка такие же, как в 
книге [14]): , 

G(Y,Y/) = ( ' («vK'>> ( +VG'(Y,Y') = (<«;i«;>)(- i-). (2) 

Согласно (1), для Фурье-образов G и Gf по времени получаются 
уравнения 

1 Подобный результат давно известен в теории сверхпроводимости^ 
i 2 Точный смысл слов «в основном» выясняется ниже — см.'формулу (17). 
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(E-WV)G (у, у';Е) - J] У(уг, у) {{а^а^ | 4 > >£> = - ^ V ' (3> 

' (E + Wy)G'(y,y'-,E)+ £ = (4) 

Обозначим^совокупность квантовых чисел WV и sY через VY, A {WY, 
— sv} — через vv. При слабом взаимодействии естественно считать, что 

G(Y> Y ) = SVV'G"(R, R ' ; E); G' (у, y') = 8V ,~G'(R, R ' ; E ) . (5) 

Тогда, производя в (3) и (4) обычное расцепление высших функ-
ций Грина, мы получаем, опуская впредь индекс -у при W и аргументы 
Е у функций Грина: . . 

( £ _ R + M ) G ( R , R ' ) + £ F ( R - R 1 ) : { « R A V R ) G ( R 1 , R ' ) + 

+ IARVAR~) G' (RX, R')} — — 6RR', " (6) 

( £ - F R - M ) G ' ( R , R ' ) + £ V(R —RI) X 
RtlR 

X •{<<%? fit*)G (R i . Ю - K v fl^v > « ' ) } = 0 . ( 7 ) 

Здесь M — £ V (YI, Y)^(YX)- > 

Понимая под W в (l) уже перенормированную энергию электрона,, 
слагаемые М в (6) и (7) следует опустить. По той желгричине следует 
опустить и первые слагаемые в фигурных скобках в (6) и (7): легко 
убедиться, что они также приводят лишь к перенормировке W. 

В силу вещественности гамильтониана (I) и условия (5): 

( ^ ^ - ( a ^ ^ s / z ' C R . R ! ) . (8) 

Вещественная функция я'определяется этим соотношением. 
Таким образом, мы получаем из (6) и (7): 

G'(R, Ю = ~ E
L

+ W V (R — RI) П' (R, RI) G (RI, R'), (9> 

(E*-W*)G(R, R ' ) - ^ I ( ( R , R 2 ) G ( R 2 , R ' ) 6R,RS ( Ю ) 

R2 

где 
К (К, R2) = £ V (R — RI) F (RT — R2) n[ (R, RX) n' (RX, R2). (II).. 

R I ^ R , R 2 

Очевидно, ядро К вещественно, симметрично и не отрицательно. 

§ 2. Функции Грина и плотность состояний 

' Для решения системы (9) и (10) воспользуемся обычной самосо-
гласованной процедурой. Именно, будем сначала рассматривать ядро 
К как заданное и введем вспомогательную систему собственных его* 
функций, фя, полагая _ 

R 2 ) 9 H R 2 ) - ^ ( R ) . (i2> 
Яг • ' 

Через % здесь обозначен набор соответствующих «-квантовых чисел». 
6* 
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2 
Согласно сказанному выше, собственные значения, т . не отрица-

тельны. Далее, функции фа, можно выбрать вещественными. Представ-
ляя G и G' в виде билинейных разложений по фа,(R)фя(R"), легко на-

' .ходим • 

к (р + Фя(ЮФх<Ю ( 1 3 ) 
2л ^ ( £ - £ + ) ( £ - £ _ ) 

тде 

Е ± = ± V W * + W l / (14) 
ХТолагая далее, , 

п'(R, Rx) = £ftx<fti(R)4>x(Ri) .. • • (15) 
% 

>и, с другой стороны, выражая nf через G\ получаем стандартное урав-
нение для коэффициентов разложения: 

Ьк = — У Ч ' th ( l - y ^ + Wb). (16) 

' V Vwl + w* v ' 

Здесь (см. сноску 2 на стр. 82) 
" V W = ' j aqV(q) j S ^ - ^ X R ) 4»v;(R) (1-7) 

R 

J3 — обратная температура, а через V(q) обозначен Фурье-образ 
потенциал V(R—R'). 

Согласно-{13), плотность состояний (еще не усредненная по слу-
чайному полю) дается выражением 

f + W {в ( £ - £ + ) - 6 ( £ - £-)}. (18) 

* 

Здесь Q — объем системы. Вводя невозмущенную (и также еще не 
усредненную) плотность состояний с обеими ориентациями спина, 

J>O(W), можем переписать (18) в виде 

РЩ = -j- 8 (Е*-wl) [6 (£)-0 (-Е)] {РО [V& - Wl)-

; — ро [V-E2 — wl) £ \PAVE*-WI) + -
' Y m - w I 

-I- Ро (-VE*-WI)}}. (19) 

Легко проверить, что правая часть (19) не отрицательна; при 
W l = 0 

она равна ро(-Е'). Интересуясь лишь малым интервалом энер-. 
гий вблизи уровня Ферми и считая, что ро (0)^=0, можем заменить не-
возмущенную плотность состояний в правой части (19) на ро'(0). При 

3TOM ' ' 
р (Я) - Ро (0) £ о (£* - wl) lEl (19') 

, >. ' V& - к 
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Поведение р(£) при £->-0 определяется низшими собственными зна-
чениями Wl. Оценить их f с помощью уравнения (12) трудно. Однако из. 
результатов Приложения явствует, что с большой вероятностью W£ = Ot 

ml п 
, (Я) 

При малых, но конечных значениях Е равенство (19 ) можно переписать* 
в виде 

Р (Е) = Ро (0) 2 {0 С- wiy+ SE2 б ( - Wl)} 
VE2— wl 

Здесь 

S.= £ dt ехр (t2/4) [1 — ср {t!2)], 

ср (*/а = 2Я-1/2 f ехр (— х2) dx. 
о 

Поскольку сумма по X фактически представляет собой интеграл», 
первое слагаемое в фигурных скобках не дает вклада в усредненную» 
(«сглаженную» [ 1 ]) плотность состояний, р(Е), а второе приводит к 
выражению 

р(Е) = const-Е2 (21>, 
(вблизи уровня Ферми, F, принятого за начало отсчета энергии). В си-
лу непрерывности функции р(£) равенство (21) должно сохраняться ш. 
при Е->-О1. Таким образом, р ( 0 ) = 0 , но р ( Ё ) # 0 при сколь угодно ма-
лом, но конечном значении Е («мягкая щель»). 

Ситуация, однако, может измениться при появлении не случайных: 
дискретных уровней в запрещенной зоне (они могут быть связаны, на-
пример, со структурными дефектами определенного типа). При этош 
уровень Ферми может столь сильно сдвинуться влево или вправо (на 
рис.), что заряженных центров локализации при 7 = 0 не останется: 
вовсе или будет очень мало. Тогда в достаточно большом числе конфи-
гураций мы можем получить взаимодействие типа отталкивания, когдаг 
Ь%=0 и щель исчезает. 

Приложение. В рассматриваемых условиях «одноэлектронные» состояния можно» 
разделить на два класса ( v = P и у=а), полностью заполненные и вакантные при 
Т=О2. Очевидно, № ^ < 0 , № а >0. ^Понимая под N сумму, взятую, например, по со-
стояниям типа §3, мы можем классифицировать возбужденные состояния рассмат-
риваемой системы многих частиц по числу электронов, «переброшенных» из состояний 
р в состояния а. Соответствующие уравнения для энергий и волновых функций был® 
получены в [13]. Специализируя их на случай гамильтониана (1), легко найти энер-
гию состояния с одним переброшенным электроном. Обозначая ее через мы по-
лучаем • 

Согласно' (12), энергии состояний с большим числом «переброшенных» электро-
нов п, даются суммами выражений (22), коль скоро п<СNt — общего числа центровк 
локализации. Уравнение (22) есть не что иное, как уравнение (5) работы [4]. 

По определению величина W a$ должна быть не отрицательна. При У(а, Р) > ® 
это условие выполняется автоматически. При F(a , Р) < 0 оно, вообще говоря, может 
и не выполняться, по крайней мере при том; или ином специальном наборе перемен-

1 Как видно из (19') (или из (19)) при 3, 0 функция р(£) сингулярна" 
ее значение зависит от порядка предельного перехода, почему и необходимо привле-
кать дополнительные соображения. 

2 В системе многих тел такая возможность не тривиальна. Так, при учете взаимо-. 
действия между свободными электронами «одноэлектронные» состояния с заданным® 
импульсами этим свойством не обладают. 

3 Очевидно, ^ t i a -f- ̂  Пр есть полное число частиц в системе, которое мы счи-
а Э 

таем заданным. Таким образом, безразлично, понимать ли под N сумму по состояниям» 
а или по состояниям 6. 
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ных Wa, W^и R=RA—RP По этой причине в работах [3—5] и был сделан вывод 
о существовании кулоновской щели. Однако в силу случайного характера величин 

WР и R интерес представляет лишь реализация условия >0 в среднем по 
всем конфигурациям случайного поля (или эквивалентно фактически интересно лишь 
то, что происходит в «оптимальной», — наиболее вероятной — конфигурации). 

Вероятность реализации указанного неравенства можно оценить, вычислив вели-
чину -

' ^ - О ( ^ а — + V (а, 

где символ < . . . > к означает усреднение по всем векторам R при заданном значе-
нии W a—W$. 

Вероятность найти два центра локализации в интервале dR на расстоянии R 
друг от друга есть 

- Ф Wa> R) » 

где Y — функция "корреляции уровней. Она нормирована условием 

Г dR 
\ 1; й — объем системы. 

Таким образом, 

1 +Г ds exp[(is | W„ — Г й ) ] с 
р " Ш J Т ^ Т Г ' ' — Q J dRW {Wa ' R) exp [ isV (<x'P)]• (23) 

30 . 

Интеграл no R, фигурирующий в (23), можно тождественно переписать в виде 

« J 

При учете экранирования интеграл J d R T V(a, (3) остается ограниченным при Q-э-.оо. 
Следовательно, . • • 7 ' ч • • -

P = Q (Wa — W&) Н- О (Q^1). 7 

• /, ' 
Видим, что при №a—Wp>0 условие W a p>0 выполняется с вероятностью едини-

ца. Следовательно, возникновение кулоновской щели в обычном смысле слова в рас-
сматриваемой неупорядоченной системе не обязательно. Требуется лишь исчезновение 
усредненной по случайному полю плотности состояний в точке № а = , т. е. при 
W=F — уровню Ферми при Т = 0 . Для расчета плотности состояний в рамках приня-
той выше постановки задачи более удобной кажется методика, использованная в 
основном тексте статьи. 
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