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УДК 53 : 519.25 : 530.145 

П. Н. Николаев УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ КРИСТАЛЛА 
С ТРЕХЧАСТИЧНЫМ 
ВЗАИМОДЕЙСТВИЕМ ПРИ УЧЕТЕ 
КОЛЛЕКТИВНЫХ КОЛЕБАНИЙ 

Получено выражение для давления в системе с трехчастичным взаимодействием 
через бинарную и трехчастичную функции распределения и на этой основе совместно 
с выражением для среднего значения энергии определены термическое и калорическое 
уравнения состояния кристалла с точностью до коллективных колебаний. 

Важность вклада трехчастичных взаимодействий в кристалле отме-
чена в ряде работ [1]. В [2, 3] обобщена цепочка уравнений Боголю-
бова [4] на системы с многочастичным взаимодействием и на этой осно-
ве развита теория полиморфных превращений в приближении самосо-
гласованного поля [5, 6]. 

В [7] приближение самосогласованного поля в теории кристалла 
с бинарным взаимодействием улучшено — учтены коллективные коле-
бания его частиц. Анализ ангармонических эффектов показал, что в 
ряде случаев вклад коллективных колебаний существен. 

В настоящей работе теория кристалла с учетом коллективных коле-
баний обобщается на трехчастичное взаимодействие. 

Выражение для давления. В [4] получено выражение для давления 
через двухчастичную функцию распределения F2(qь <7г) при бинарном 
взаимодействии <D(|<7i—<7г|), где qi (*=-1, 2) — радиус-вектор г-го узла 
кристалла. 

Если р—давление при равномерном расширении, то согласно [4] 

Р = bgQAT, (I) 
где 

jexp { - - ! - [ £ + 
V V 1<1</<ЛГ ' 

+ ^ Фз(I<7i — <7/1. I<7/ — l < f o - < f c dqN> (2) 
1 < £ < / < & < ЛГ 

Q=kT, k — постоянная Больцмана, V — объем системы. 
Для того чтобы найти производную d/dV при пропорциональном 

изменении линейных размеров области, заметим, что 
9Qn I f dQN(l) } 
dV ~ 3V [ dl J 

где Qiv(X) — конфигурационный интеграл, соответствующий расшире-
нию линейных размеров в Я раз. Отсюда находим выражение для дав-
ления 
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Р = е - N i l ~ l ) j JI <71 - 1Ф2 (кг - <721) Л (ъ, q2) dq 
V V 

1 H V - » ) (3 ) 

VV V 

+ I — Яз I Фзг2, ( fl2> >8l) + I <7з — <7il Фзг91 ( r l 2 , r 2 3 ) r 3 1 ) } X 

x F3 (q1, <?2, 93) dqt dq2 dq3, 

где F3(qlf q3) —тройная функция распределения и Ф3 (r ia, r23, r31) — 
трехчастичный потенциал. 

Замкнутая система уравнений для младших функций распределе-
ния. Потенциальная энергия взаимодействия 

+ £ Ф//*- (4) 
i,j i,j,k 

i Щ i^i^k 

Для родовых функций распределения цепочка уравнений Боголю-
бова имеет вид 

е А . + Г р2 dq2 + 4 - С С аФз (Гц' Гз1) Рз dqt dqs = О 

е J p l + аФ2(г12) р + Г дФ,ы_ d q + с гаФ8(г13,/23, ^ ^ + 

atf atf J а ^ J dq? 

+ 1 г г аф3(г13, r34, ,4l) р ^ 0 (5) 
2 ^ < 

Л • 

aPs at/, г аФ2 (г1(5+1)) 
е ps + v - ps;+i Ws+i + 

dq? dq? $ dq? 

- f ( S — 1) r ^ r 1 2 > r 2 ( s + 1 ) > r ( s + 1 ) 1 ) + 

+ аФз (r1(s+1), ^ ) ( s + 2 ) . W = 0 

v.V ^ 

при условии нормировки 
С Г N\ 
J •. • ) P.fai. <7а» • • • , <7s) dqxdq2 . . . dqs = . (6) 
к V 

Выразим функции p через функции g с помощью соотношений 

• Pa (<7i» Я а) = £1 (<7i) £1 (<Za) + »£а (<7i> <7a) > 

Р з ( < 7 i > < 7 2 . < 7 з ) = gi ( t i l ) gi ( < 7 a ) f i f i ( t o ) + f tea ( < 7 i > < 7 a ) g i ( f t ) + 

+ £ 2 ( < 7 i > < 7 з ) g i ( < 7 a ) + £ 2 ( < ? 2 , to) g i ( < 7 i ) ] + ( < 7 i ( to, Яэ), 
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Р4 (ЯъЯ2, Яз, Яд f= gi (яд gi (яд gi (Яз) gi (Яд + » tea (<7i. Я2) gi (Яз).gi (яд + 

+ g* (<7i. <7з) £1 (Яд gifa) + g2 (Яъ Яд gi (Яд gi (Яз) + 
+ g* (q2, Яз) gi (qd gi (Яд + g2 (Я2, Яд gi (Я1) gi (Яз) + (7) 
+ ga (q3, Яд gi (Я1) gi (Я2)] i" & \g3 (qv q2, q3) g± (qd + 

+ g3 (Яг, Яз> яд gi (qd + g3 (Яз. я & яд gi (яд + g3(qi, qx. яд gi Ш] + 

В приближении самосогласованного поля принимается 

g2 (<7i, qd = £з (<7i, Я2, Яз) = gi (<7i. Я2> Яз, Яд'= • = 0 . 

Учитывая коллективные колебания, мы полагаем 
g2 (Ян Яд Ф 0, g3 (qu q2, qs) = 0. (8) 

Этим стационарная цепочка уравнений существенно отличается от 
временной цепочки, где и в приближении мультипликативности бинар-
ной функции распределения учитываются коллективные колебания. 

Как видно из (5), в уравнение для s-частичной функции входит 
кроме (s +1) -частичной также и (s+2)-частичная. Поэтому для рас-
цепления цепочки из s уравнений необходимы функциональные зави-
симости 

Ps+i = /1 (Pi, Ра» • • • » Ps)' 

Ps +2 — / 2 (pi» Pa Ps)v 
Подставляя (7) в (5) при условии (8), получаем замкнутую систе-

му двух уравнений относительно функций gi и g2. После преобразова-
ний получаем 

9 + 8 1 Ш {"4" ш + т и з ы + т v L J 3 z ^ ) } + 

+ VZ2 (яд + ~ V (Zm + Zm) = О, 

0 , J ^ L + i ^ L g l Ш g l ш + q 2 ) + ( 9 ) 

dqf dqf dqf 

+ vg2 (qx,q2) (U*(qd + U«{qlt Яд + \ U3 (qd ) J + 

+ gt (Яд ^ + * U3q ^ + U3zq (Я1, Яд 4 
1 dqf 

+ J - t t f ' n f o ) 4 fa)} 4 vgl fa) ^ f a , qd = 0. 

Функции gt и g2 удовлетворяют условиям нормировки 

J&i (Я) dq = N, $$g2(q>,q'')dq'dq" = 0. (Ю) 
v v v 

Здесь использованы обозначения 

и2(яд = J<e>2 (ridgi (яд^я%, 
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V9
 (<7i) = J f ф з (^12 > гйа, Г81.) g1 (q2) gi (qs) dq2 dqa, v v 

r28> r 3 i ) g 2 (<72. <7г) dq2 dq3, 
v V 

Z*(q1) = [^^>-g2(q1,q2)dq2, 

дФ3 faa, r23,rM) 
dq? 

-Still, <7a) gi (<7з) dq2 dqs, 
v v 

Z3B ш = j j дФз(г12, r„, r31) qz)gl{q%)dq^ 

V V 

^ (qi, q2) = J Ф 3 ( > " 1 2 , > " 2 3 . r31) gt (q3)dq3, 
v 

V^iqi, 2̂) = j Ф2 Ы g2 (<72, <7з) dq3, v 

v9zq (qi, q2) = J Ф3 (^12, ^23, 'si) £2 (<&.<?3) dqs, 
V 

Km Ы = f f Ф 3 (r13, f34, r 4 1 ) g2 (q2> q3) gx (?4) dq3dq4, 

К " (<7l) = J j Ф 3 ( Г 13> >84, >"41)g2 <7J (<7з) ^ 3 ^ 4 . 

/С2 (<7i> <7a) = j* 
ЭФ3(?"12, r23, r31) 

37? 
£2 (<7i, <7з) 

Вычисление функций распределения. Искомые функции, стоящие 
под знаком производной в (9), мы считаем неизвестными, а в осталь-
ные члены подставляем начальное приближение. 

Как и в случае двухчастичного потенциала, при непосредственном 
применении метода последовательных приближений к (10), мы сталки-
ваемся с серьезными затруднениями. Поэтому используем по аналогии 
с [7] неявную замену 

gx (<7i) = Pi (<7i) e x p 

(П) 

£2(<7i> <?2) = p2 (<7i, Яг) exp t / 2 0 7 i ) + ^2(<72) + 

Если мы рассмотрим (11), то видим, что фактически ищем решение в 
виде произведения функции распределения для самосогласованного по-
ля и некоторой неизвестной функции. В случае мультипликативности 
бинарной функции распределения р\ будет равен нормировочному мно-
жителю, а р2—0. Поэтому естествен выбор этих значений в качестве 
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нулевых приближений для pi и в решении системы., Считаем, что q\ 
изменяется около k-ro, q2—I и qs-n-ro узла. С учетом вышесделанных 
замечаний для нулевого приближения имеем 

8ы Ь), 

Рю-= Лю' =const , 

Р2 0 = 0 . 

где а* — радиус-вектор г'-го узла решетки. В итоге для gx- и ^ полу-
чаем 

g i ( ? i ) = A и e x p 

(12) 

- (Фа (Al2) Ah l!n + У ] A ? i A [ i X 

пфк,1 

X Я.ii J Ф3 (Иг, Taf) ехр 

Pf = An Я11 J j £ Ф2 (rtJ) Ян An + An Aii X 

X ^ ^ j фз r{l rfx) exp [ - - i - Щ + . - t 

A f . - J e x p ( A + y ^ 3 

Подставляя (12) в (7), для pf, p f , p f n имеем 

dql 

Pi (Яг) = An exp 

P^-fai. <?2) = (An An — y Ф 2 ( г 1 2 ) А И ЯН + 

+ £ ^ ^ ril r"3f) exp 

dql-§\1 exp 1 + + 

Яь) = Ml xfi I 1 - ~ (ф. ( I t f - t f l ) 

+ Ф 2 (I ^ - (jg I) + Ф 2 (I $ - q\ I) + A?J | Ф з (I rf ~q\ I, 

n 1 • tl&k.l 

(13) 
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\Я2 — Ф\> I — < t \ f ) е х Р Г — Y 1и*№) + 

63 

+ £ tfl$Фз (l<7i ~Я** |, IЯп2 —q1\,|<7з —<?iI) exp [ - ± (i/« ( # ) + 

n3=ri, n 

(^i)- i - Jexp [ - ± (U*(qb + - L i r t f ) ] dqt 

Pl£ / = t,./ = 1 ,2 ,3 . 
Mi Mi 

Выражение для полной унарной функции распределения имеет вид 

k 

а для бинарной и трехчастичной функций задается в интегральной 
форме ' 

И / i (<7i> <?а) Р2 (<?i> q*) dQi dq2 = 2 J f ^ ь Р2г (<7i> <72) 
V V k,l кф1 

И J /а (<7i> <7г> <7з) Рз (<7i> <72> <7з) dq% dqs — 
V V V 

= £ Ш /з (<7ь $ p f 1 (<7i, <7з) dqi dql 
k,l,n kjtl^tn 

где /х и /2 — произвольные интегрируемые функции. 
Калорическое и термическое уравнения состояния. Гамильтониан 

системы с трехчастичным взаимодействием представим в виде 

Я = £ 1 ^ + 1 Г Г Г Ф * < Г " > + 1 Г £ Фз < < - , ; . ( 1 4 ) 
к i,i i,),k 

& / i Ф'1+k 
Из (14) с учетом (13) получаем выражение для среднего значения 

энергии 

£ = - § - + ^ £ Х и ЯП j j Ф 2 (I<71 - < 7 2 1 ) е х р [ - ± ( и * Н •Ь 
л,/ kjti 
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+ j- LP (дЬ + U* (q[) + - j U* (qty yq\dql
2 + -~ £ tfi tfi X 

k,l,n кф1фп 

X Я п Щ ф 3 ( | < 7 > - < 7 2 | , \qi-q1\, Iql — qk\!)exp 

+ + + {qi) + t/a ($) + ^W <#>) J dq\ dqi dql 

k,i mjkk.l 

X \ql2 - q 1 \ , (u* fog) + 

— -
1 Л 

3! 6 k,l,n кЩфп 

X 

X exp 

n, 

' - у + f S J ф з ( J ь — ql21 
пгф\к,п 

\qn22-q"\, I<7з — Q\ I ) e x P 

+ I?з — j)exp — (и* (cf{3) + 

«3 n 

+ ± u * ( q ^ ] dql ' - ® \ k l + + - p ; A ) 

1 ir^J^ 

exp 

+ YU* ( Л + u'2 (А +тиз + U'2 {q l ) + T u * } 

pf - In йх ^ j [<D, (r\i) lkn In + lku Kil Л.И x 

dq\ dq[ dql, 

n+k,l 

X J a > a ( A f t ril r^i) exp [ - - i - ( f / 2 ( ? 3 ) + dql 

Таким образом, получено выражение для среднего значения энер-
гии. Нам остается найти давление. Для определения р преобразуем (3), 
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- V * : 
вводя объем на одну молекулу V — заменяя F на р и переходя к 
термодинамическому пределу: 

p
 '""~j Н 1 ~ 1( | qi ~ '°2 ^

 Я2) dqx
 ~ 

у у 
1 

| j j {I to " t o I < r2S, rn) -f, | q% — qs I Фзг23 (rn, r23, rs i) + 18V v v v 
+ l t o ~ <7x1 Фзгз! ( r i 2 . ^зх)} Рз (to. to. to) Ml dq%dqa. 

Подставим сюда найденные значения для р2 и р3 

О 61/ 
м k&l 

ф 2 й и и l i + /-3nf)x 
'..':. ' ' /г 

- re^tfe,/ 

X ехр { - - L [ U 2 .+• - L t ^ f o ? ) + U* (qi) + у ^ 2 ) ] } > 

Л,/, га k^lybn 

IЯ2 ~ qz I 45, r#) + |</з — ^ 11 X 

X Фг4(г\1 r\t rt) J tfi M, Я?, { l - y + 

+ Ф2(/"2З)+Ф2(гз1)+ ХЙ |Ф 3 ( ^2 , r f r . r S f t x 
«1 

n2 

X гЙ", r t f ) e x p [ _ - L + y ^ 3 ( < 7 2 * ) ) ] ^ + 

+ £ j Ф3 /& rgf) ехр Г - ± (U* (qV) + 

паФ1,п 

X ехр - 4 - ( { + ~ т и з ( Л + + 4 у ( Й + 

5 ВМУ, № 5, физика, астрономия 
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Теперь, .получив выражение для р, мы полностью определили состояние 
системы. 

Если положим Ф 3 = 0 , то получим выражение для р и Е, полностью-
совпадающее с соответствующими выражениями, определенными в [7] 
при наличии лишь двухчастичных взаимодействий. В [7] дан анализ 
членов, обусловленных учетом коллективных колебаний. Учтя замеча-
ние на стр. 61 и вид полученных выражений для pi и р2, можно опре-
делить вклад членов,, учитывающих коллективные колебания в случае 
наличия трехчастичных взаимодействий. 

В заключение автор выражает благодарность проф. И. П. Базарову 
за большую помощь в работе. 
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