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Г. С. Асанов СТРУКТУРА СКАЛЯРНОГО 
И ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЕЙ 
НА КАСАТЕЛЬНОМ РАССЛОЕНИИ 
ПРОСТРАНСТВА-ВРЕМЕНИ 
С АБСОЛЮТНЫМ ПАРАЛЛЕЛИЗМОМ 

В настоящей работе с помощью методов теории пространств Финслера найдена 
зависимость скалярного и электромагнитного полей от векторов касательных прост-
ранств пространственно-временного многообразия с абсолютным параллелизмом. 

Рассмотрим в качестве первичной геометрической структуры четы-
рехмерного дифференцируемого многообразия событий структуру его 
абсолютного параллелизма (см. [1—3]), которая определяется диффе-
ренцируемым полем реперов состоящих из четырех линейно 
независимых в каждой точке контравариантных векторов, а также по-
лем взаимных ковариантных реперов Sn(x). Как показано в работах 
[4—6], абсолютный параллелизм наделяет многообразие обобщенной, 
а именно, финслеровой метрической пространственно-временной струк-
турой, одно из частных следствий которой — риманова структура. 
Обратно, отправляясь от эйнштейновской теории гравитации, основан-
ной на римановой метризации, естественно подчинить векторные поля 
абсолютного параллелизма SA{X) условию отсутствия источников, т. е. 
потребовать равенства нулю ковариантной римановой дивергенции этих 
полей (см. [3]). 

Введение абсолютного параллелизма дает интересную конструктив-
ную возможность, сохраняя исходные представления и основные кова-
риантные уравнения эйнштейновской теории гравитации, дополнить 
теорию физических полей на дифференцируемом пространственно-вре-
менном многообразии так, чтобы однозначно определить их зависимость 
не только от координат хп многообразия, но и от векторов хп касатель-
ных пространств Т(х). 

Совокупность координат хп и линейных векторных пространств 
Т(х) образует касательное расслоение пространственно-временного мно-
гообразия. Основной элемент этого многообразия — пара (x n

i хп), ко-
торая называется линейным опорным элементом. Обычно физические 
поля изучают как функции только координат хп, а их зависимостью 
от касательных векторов хп не интересуются. Однако при стремлении 
исследовать внутренние симметрии физических полей и их взаимодей-
ствий возникает необходимость общего рассмотрения зависимости полей' 
от линейных опорных элементов, причем касательные векторы интер-
претируются как векторы внутреннего, пространства (см., например, 
[7, 8]) . В работах [9, 10] предпринята попытка сформулировать кова-
риантные уравнения полей на касательном расслоении с помощью об-
щих геометрических методов, однако при этом геометрическая струк-
тура пространства-времени не конкретизировалась. Поэтому пред-
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расслоении пространства-времени с абсолютным параллелизмом, по-
скольку введение такой простой и естественной структуры, как абсолют-
ный параллелизм (которая, начиная с Эйнштейна [11], использовалась 
ставляет интерес развитие теории физических полей на касательном 
в общей теории относительности многими авторами (см. [ 2 ] ) ) , позво-
ляет дать простое решение вопроса о зависимости полей от хп, как мы 
увидим ниже на примерах скалярного и электромагнитного полей. 

Следующие два принципа играют при этом основную роль. Во-пер-
вых, принципvсоответствия: физическое поле, зависящее только от х, 
должно совпадать со своим обобощением, взятым на 5-конгруэенции, 
касатёльПой к векторному полю 

А=1 

Во-вторых, принцип инвариантности: обобщенное; поле должно быть 
инвариантно по переменным л;п относительно группы симметрии финсле-
ровой метрической функции, т. е. относительно группы Ли симметрии 
финслерова метрического тензора fnk(x, х) по переменным хп. * 

Теория гравитационного поля на касательном расслоении, очевид-
но, удовлетворяющая этим, двум принципам, подробно развита в [ 4 / 6 , 
14]. Настоящая работа — их продолжение, и ниже мы используем ре-
зультаты [4] в тех же обозначениях и, как правило, сйёциально на нее 
не ссылаюсь. • ' 

§ 1. Группа инвариантности по переменным .х 

, . „ Как показадо. в работе [5], финслеров метрический тензор в Т(х) 
конформно плоский. Нетрудно заметить, что конформный множитель 
равен, степени —2 от основной метрической функции, т. е. F~2(x, х). 
Поэтому существует такое нелинейное преобразование векторов Т(х) 

ха ф^ {ZP), ( 1 ) ' 

после Которого тензор F2fmn становится псевдоевклидовым. Искомое 
преобразование, очевидно, является решением системы уравнений 

д д / 

dzF 
= F № ) f i m (2) 

для функций срл (zp) — Sn(f (zp). Согласно выражениям (4) из [4] для 
фйнёлеровой ортонормированной тетрады /я, правая, часть уравнения: 
(2) —; линейная функция от срв. Общее ращение может быть записано 
в виде ) 

qf ( z
p ) - сАехр {Spzp), 

где константы Sp ~ S n f p ( S B ) равны 

1 ; 1 

: , 1 -
1 / э MV 3 

о VW 

о 

i / j / з 

- У 2 7 3 

(3) 

У 2 / 3 

о — 
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В 'этой матрице Р = 0 , 1, 2, 3 —цомер строки, А 1, 2, 3, .4 — номер 
столбца. Константы интегрирования сА мы в дальнейшем полагаем рав-
ными единице. 

Якобиан преобразования (3) будет равен 1 = —16 F4. Преобразова-
ние, обратн©е (3), имеет .вид . л. : . •;:-

zp Sjl In _ (5) 

где 5л — —Sip. ;В частности, . 
4 " - - . ...... .... ... .._...... ... .,.. ,..-,.,. . 

4 • 

Л-1 и обратно ' , 
F е г \ (7) 

Следовательно, после преобразования (1) финслер'ов метрический тен-
зор будет пропорционален псевдоевклидову тензору v]PQ: ' 

FPQ(ZR) Е--2Г0ЦР(*. • ' • ' ' л ; ' Vi. : ; : ( 8 ) 

Итак, мы видим, что в переменных z p группой инвариантности 
финслерова метрического тензора является трехмерная группа" 'Пуан-
каре. Трансляции 2® = z a + a a , а , р = 1 , 2, 3, вызывают линейное одно-
родное унимодулярное преобразование Т(х) в переменных я, оставляю-
щее инвариантной индикатрису, т. е. кинематическое преобразование 
[см. 4]. Пространственные вращения z a = с постоянными коэффи-
циентами Щ вызывают нелинейное преобразование Т (х), также 'Остав-
ляющее инвариантной индикатрису. • .. • r ^ v o r / ; 

§ 2. Скалярное поле в Т{х) . 

ч. Рассмотрим скалярное поле <р(*, х). Согласно принципу соответ-
ствия функция ф (х) = 'ф (х, 5 (л:)) должна удовлетворять уравнению 
Клейна — Гордона. Естественно записать аналогичное уравнение и по 
переменным х, а именно " г ' "" 

f2 , 1 - 4 - J / = 7 W fnm - 4 - + ф (х, х) = о, : = (9) 
/ — / (л*) дхп ' х " dxm J TV ' v ' 

где ц — константа и 

/ (х) = det fmn = — ( d e t Sn 

(см. [5]) . Первый член уравнения (9) без множителя F2—ковариант-
ный даламбертиан функции ф в Т(х). Множитель F2 добавляется для 
сохранения однородности функций по х. Принцип инвариантности для 
уравнения (9), очевидно, удовлетворяется. 

Совершая преобразование (1) и учитывая (8), получим : : ' 
• 2г° _JL_ e2z° ̂ PQ _J__ ф + Ц2ф = 0 

dzp " 4 dzQ 
или просто 
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В этом уравнении постоянные коэффициенты и оно имеет решения в 
виде плоских волн 

Ф k(xlz) = bk(x)e^p
l (13) 

где волновые векторы должны удовлетворять дисперсионному соотно-
шению 

y\pQkpkQ-~2ik0 = ii2. (14) 

Подставляя (5), мы преобразуем решение (13) в Т(х). Получим 

Ф*(*,*) = М * ) П = 
А^ 1 

= a k ( x ) [ F { x / x ) f ° n ( x A ) i k a S " . (15) 
А=--Л 

Поскольку щ(х, S)—bh(x), то bh(x) являются решениями обычного 
уравнения Клейна — Гордона. 

Итак, мы нашли решение для скалярного поля ф(х, х) в виде су-
перпозиции решений (13), которые можно интерпретировать как нели-
нейные волны в Т(х) в переменных х. Только в достаточно малой 
окрестности векторов хп = const Sn (я) в Т(х) они приближенно являют-
ся плоскими волнами в переменных х, 

§ 3. Электромагнитное поле в Т(х) 

Будучи векторным, электромагнитное поле на касательном рас-
слоении должно описываться векторным полем Ап(х, х), причем в силу 
принципа соответствия обычный векторный потенциал равен Ап(х) = 
= А п ( х , S ( x ) ) . Запишем разложение по базису 

An(x,'x)=Apfa(x,x). (16) 
Естественно потребовать, чтобы векторный потенциал оставался инва-
риантным при преобразовании от одной локальной инерциальной систе-
мы отсчета к другой. Для этого необходимо и достаточно, чтобы функ-
ции АР зависели только от х, но не от х. Контравариантные компоненты 
будут равны 

A«{x,x) = Ap(x)fi(x,x), (17) 

где Ар(х) —А(}(х)цР(э. Р и Q — тетрадные индексы. Компоненты обыч-
ного векторного потенциала в мировых индексах равны 
Ап (х) = АР (х) fp (х, S (х)). 

Калибровочные условия удобно выбрать так, чтобы 

Д,(*) = 5Я(*)ЛП(*) = 0. (18) 
Отметим, что такое условие инвариантно вследствие выделенной при-
роды векторного поля 5п(д:). Это позволяет устранить известную труд-
ность неинвариантности аналогичного условия в теории поля, в которой 
принимаются во внимание только римановы геометрические свойства 
пространства-времени (см., например, [13, с. 43]) . 

Используя тождества для f-реперов, приведенные в работах [4, 6], 
находим выражение для тензора электромагнитного поля в Т(х): 
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ъ , \ / дАт (х1х) дАп(х, *) \ „, 
РЩП (х> х ) = ! ~ — L — F ( x , X) = 

V дхп дхт J 

= Аа (х) ( f i (.X, X) f l (х, X) - /« (X, к) fin (X, к)) (19) 

( а = 1 , 2, 3), откуда в силу тех же тождеств следует, что векторный 
потенциал является с точностью до константы плотностью тока в Т(х), 
т. е. 

F(x,x) д V— f (х) Fmn (х, х) _ 
j n ( х , х) = 

/ — / ( * ) д х т 

= F (х, к) дртп (х> х). = 2Ап (Х, к). (20) 
дхт 

Векторный потенциал Ап(х) естественно, как обычно, подчинить лорен-
цевой калибровке, которая вместе с условием (18) однозначно опреде-
лит векторный потенциал во всем пространстве, а следовательно, одно-
значно определит внутренний ток, или, другими словами, зависимость 
вектора плотности тока от х. Вследствие условия (18) и тождеств для 
/-реперов, условие лоренцевой калибровки выполняется также и в Т(х), 
т. е. 

1 д V— f (х) An (х, х) = дА«(х, х) = Q ^ 
У— f (х) дхп д'хп 

Сравнивая (20) и (21), мы видим, что оно эквивалентно условию со-
хранения плотности внутреннего электрического тока в Т(х). 

Итак, структура электромагнитного поля в Т(х) полностью выяс-
нена. Скалярная функция F(x, х) добавляется в определение тензора 
электромагнитного поля в Г (я) (19) для того, чтобы этот тензор так 
же, как и векторный потенциал, обладал условием однородности ну-
левой степени по касательным векторам х. Группа внутренней инва-
риантности электрического поля — трехмерная группа Пуанкаре в пе-
ременных zp из § 1. 

§ 4. Усреднение полей 

Финслерова структура пространства-времени с абсолютным парал-
лелизмом позволяет ввести в рассмотрение статистическую функцию 
распределения (см. [5]) f(x, х) для гравитационного поля. Уравнение 
Лиувилля в финслеровом пространстве имеет вид 

in JL&A _ k"Pk
mn (.*, X) = о, (22) 

v dxm dxk I 

где Pmn — коэффициенты связности (см. [12]). Как известно (см. [12, 
гл. I I I ] ) , это уравнение всегда имеет решение 

f(x,k) = q>(F(x,k)), (23) 
где F — основная метрическая функция финслерова пространства, а 
(p(F) —произвольная функция, которая не определяется уравнением (22) 
вследствие его линейности. 

Нетрудно показать, что 5 m ( x ) — п о л е средних скоростей гравита-
ционного поля. Действительно, гидродинамическая плотность гравита-
ционного поля 
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р x ) V - f(x)d*xk, (24) 

как можно видеть, — константа. Поэтому нужно доказать справедли-
вость равенства /-* , * \ . ; • г 

i . . . i : : v Sm(x) - const j x? 8,(xnSn(x) — 1) f{x, x) V— f (x)dt?Sn(x): . (25) 

Введение в подынтегральное выражение дираковской б-функции необ-
ходимо для того, чтобы относительно уединенного наблюдателя, имею-
щего скорость Sm(х), интегрирование проводилось только по трем пере-
менным пространственным компонентам скорости Va = S« (х) хп, но не 
по четвертой временной компоненте. Соверщад, замену базиса в Т(х) 
посредством xm = SAX'a' И учитывая Д10), легко убедиться в справедли-
вости равенства (25), независимо от конкретного вида функции ф(^) 
"(подробнее см. в [14]). ' * ^ - ; 

Таким образом, возможно последовательное'рассмотрение гравита-
ционного поля как статистической среды при тюмощи гидродинамиче-
ской аналогии. Именно финслерова • структура ' пространства-времени 
te абсолютным параллелизмом опйсываёт-эти'статйстйшсйиё свойства. 
Зависимость физических полей : от-х' можно иiггерпрсти|)Ьвать как зави-
симость от возможных скоростей течения гравитационного поля. Можно 
ожидать, что после усреднения полей по векторам л: с функцией распре-
деления (23) они перейдут в обычные поля, зависящие только от х, в 
согласии с принципом соответствия, как мы его. сформулировали вна-
чале; Такое утверждение действительно Имеет место; Оно проверяется 
аналогично (25). После усреднения финслеров Метрический тензор 
fmn {x, х) перейдет в риманов метрический тензор g.n{n (х) — fmn (х, S ( х ) ) , 
Ап(х, х) перейдет в Ап(х) =Ап(х, S(x)), скалярное иоле ( 1 5 ) — в bk(x). 

..' В заключение автор выражает благодарность'пр6ф>~. А. А. Соколову 
за поддержку. 
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