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УДК 539.12; 530.145 

Ю. Г. Павленко КВАЗИКЛАССИЧЕСКОЕ П Р И Б Л И Ж Е Н И Е 
В С П И Н О Р Н О И Э Л Е К Т Р О Д И Н А М И К Е 

В работе получены уравнения движения частиц во внешнем поле на основе ди-
раковского лагранжиана и найдено релятивистское выражение для пропагатора 
Глаубера. 

При движении частиц во внешних полях проявляются три типа 
квантовомеханических эффектов: первый связан с квантованием само-
го движения, второй с поведением спина и третий с отдачей частицы 
при излучении [1]. Однако, если частица локализована так, что неоп-
ределенности импульса и координаты существенно меньше импульса и 
размеров области движения, то в слабонеоднородных полях с напря-
женностями меньше критической возможно квазиклассическое описание 
движения. Обычно переход к классике совершают в уравнениях поля. 

В настоящей работе рассмотрен ряд аспектов квазиклассического 
описания взаимодействия дираковских частиц с внешним полем в ла-
гранжевом формализме. Случай нерелятивистских скалярных частиц 
обсуждался в работе [2]. 

1. Уравнение движения. Плотность лагранжиана свободного фер- -
мионного поля [3] 

L = ~ г|э (ih у^дц — т) -ф -j~ -у (— ih d^Y^ ~ ' ' Ф ~~ 

~~ dvL — ^J—ду, (ij)Vvdvij) — d ^ c r ^ ) . 

Здесь \xf, d' — аномальные магнитный и электрический моменты фер-
миона, = — матрица дуальная матрице а а р. Два по-

следних слагаемых имеют вид 4-дивергенции и не дают вклада в урав-
нения поля. Теперь введем минимальное взаимодействие с электромаг-
нитным полем, заменяя обычные производные калибровочно-инвариант-
ными 

^jx-ф - > я ^ = (id^ — еАц) ^ — 

— i d ^ я ^ = (— i(5u — еА^) ф. 

Тогда лагранжиан приобретает вид [4] 
L = |)(Y^y, — m)а|з + ~ (^^Y*1 — mty)'Ф ~ 

- i ^ a ^ F ^ — i - Y ^ a ^ ' F ^ . (1) 
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В дальнейшем положим d' = 0. Величину fx' обычно записывают в ви-
gfi g .2 

де и' = яр0, fx0 = - — , а = -2—— где g — фактор Ланде. 
2 тс 2 

При переходе к классическому описанию по 'спиновым переменным 
должно быть проведено усреднение. Поэтому, полагая 

ib — ае П —£=> (2) 

где и — биспинор, мы фактически в лагранжиане (1) переходим к двум 
новым переменным а2 и 5. 

При вычислении средних значении по спиновым переменным неко-
торого оператора А удобно использовать соотношение 

uAu = Sp-^-(p + m)(\~y5a)A, (3) 

• Pv. = — dpS — еАр. 
Здесь Яц — среднее значение оператора спина [5] 

уи _ у5 —— (4) 
т 

Подставляя (2) в (1) и учитывая значения 

иу^и = 2 р», ии = 2т, 

найдем 

= — [ ( ^ S + еАу) (d»S + еА») - т 2 - ц' W (d^S + еА») a*], (5) 
Ро 

где = 1/2 e^^PjPctp. Последнее слагаемое в (5), описывающее влияние 
спина на движение, того же порядка Й, что и квантовые поправки к 
движению. Поэтому в полях с напряженностями меньше критических 

тАс4 

и им можно пренебречь. Уравнения Лагранжа — Эйлера в переменных 
a2, S имеют вид 

д dL dL ,с . 
( 6 а ) 

л <6б> 

Уравнение (6а) совпадает с уравнением непрерывности для плотности 
вероятности 

d„a2 (cXS - ;-eAu) --: 0, 

а уравнение (66) является уравнением Гамильтона—Якоби. 
+ + = .(7) 

Уравнение (7) в частных производных можно заметить уравнения-
ми характеристик. Для этого рассмотрим полный интеграл S=S(x, а) , 
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зависящий от четырех постоянных а^. х^ определяется обычным обра-
зом: xff = dS/dац. Учитывая, что кинетический импульс 

тх^ = — d^S — еАу, возьмем 4-градиент обеих частей (7) : 

Ьд^ (— dvS — eAv) = — xvdlvS — exvd^Av = 

= т^дуХ^ + eb'dyA^ - exvd^Av = 0. (8) 

Поскольку xvdvxfi — Хц, то из (8) следуют уравнения движения: 

тхУ- = eF^vxv. 
2. Уравнение движения спина. Для исследования поведения спина 

электрона при заданном ивазиклассическом движении необходимо ус-
реднить по волновому пакету уравнение движения спинового опера-
тора 

dt dt h 1 

где Н — гамильтониан уравнения Дирака. Поскольку нековариантная 
форма (9) усложняет вычисление коммутатора, то для практических 
расчетов удобно переписать (9) в виде 

Г = — r ^ ' ^ h (10> dt п 
где 

D = (/ай — еАу) у» — т — i a^F^. 

Мы продемонстрируем преимущества формы (10) при ковариантном 
выводе уравнения БМТ [6]. Вычисляя коммутатор (10), находим 

— Тд = Y°Y5 f — ^ v Yv + —— — — Y ^ 1 5 — сг®^ -г 20°^ —— Ft 
p0 \ m 4m 2 L tn 

Далее, используя соотношение 
yiykya _ gikya, — giayk gkayi j'gifeapysYp, 

получим 

(11) 

J!Lfix~JL Y°y5 

Po m 2 2 2m (12) 

Вычисляя с помощью (3) средние значения по спиновым переменным 

иуъу»и = 2 та», йу°Т»и = 2 р0а», 

иу5ва$и = 2m (Фаа — и?а$) 

и проведя усреднение (12) по волновому пакету, получим уравнение БМТ 

F»vav — g ~ 2 uv-Fa$uaap а» = Л 
m 2 

• 3. Релятивистский эйкональный пропагатор. В работах Глаубера 
[7] и других авторов [8] успешно использовалось эйкональное прибли-
жение для анализа процессов, в которых участвуют высокоэнергичные 
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частицы. Прогресс в этой области достигнут отчасти благодаря исполь-
зованию эффективной функции (распространения. Она учитывает вклад 
одной прямолинейной классической траектории. Мы получим реляти-
вистское выражение (14) для пропагатора, введенного Глаубером в не-
релятивистском случае. 

Амплитуда перехода скалярной частицы из точки Х\ в точку х2 оп-
ределяется функцией (1=*2—Х\) 

1 с. p—ip'l 
G(|) = \ dtp' = ъ (2я)* .) />'• — nfl — iO 

оо 
dX г ' . ./о , • / _/2 Х 

' 2 т 
о 

= - 1 (2я)"4 £ d*p' exp J - ip% + i (p' (13) 

В этом представлении т играет роль собственного времени. Дейст-
вительно, фаза подынтегрального выражения S = — + (р2 — tn2) — 2т 
является решением уравнения Гамильтона—Якоби в переменных 

% [9]. Классическая траектория, соединяющая точки Х\ и х2, опре-
деляется условиями = — 0. Предположим, что частица 

входит в точку с импульсом р. Тогда наибольший вклад в (13) дает 
область интегрирования р'~р. Поэтому, разлагая в (13) показатель 
экспоненты в ряд до (р г—р)2: 

получим релятивистский пропагатор в эйкональном приближении 
00 

G ( | ) = — fe-'rt Г — S ( 4 ) ( g - i w ) . (14) 
.) 2т 
о 

Аналогичное приближение для электронного пропагатора отличается 
множителем р-\-т. 

Представление пропагатора в форме (14) позволяет просто найти 
в эйкональном приближении решение уравнений Клейна или Дирака 

— еЛц) (id* ~еА») — т*]\= 0 (15) 

для частицы, движущейся во внешнем поле. В частном случае поле 
А11(х), создаваемое ядром (v^ — скорость ядра): 

> ( * ) = — , Ах = х — Ь. 
[(vkxY — (Ах)2]х/2 

Предположим, что длина волны начальной частицы существенно 
меньше области взаимодействия. Тогда можно считать, что 

•ф = е~1Рх ф (х), 

где ф(х) — медленно меняющаяся функция. Переходя к интегральной 
форме, представим (15) в виде 

ф (х) = 1 + ] G(x — х') (2ерА — е2А2) ф (*') d4x'. (16) 
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Подставляя в (16) функцию Грина (14), получим интегральное урав-
нение 

"ф (х') = 1 — i I dx ей А (х') — ~ Л2 (х') Ф (х'), х' = х — их, 

где и —- р/т — скорость частицы. Решение этого уравнения 
оо 
С dx 

Ф (х) — ехр 
2т р- • А (х —• их)) — ni (17) 

Показатель экспоненты в (17), строго говоря, является первым членом: 
разложения фазы волновой функции, записанной в виде ф (х) — А {х) e iS

r 
если представитель А и 5 в виде ряда по обратным степеням импульса. 
Уравнение (16) по существу является интегральной формой метода 
плавных возмущений [10]. Оценки точности членов ряда для А и S 
рассмотрены в работе [11]. 

Автор выражает благодарность участникам семинара А. А. Соко-
лова за обсуждение р а б оты. 
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