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УДК 550.834 

В. А. Буров СТАТИСТИЧЕСКИЕ ОЦЕНКИ 
А. А. Горюнов В ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ РАССЕЯНИЯ 

СКАЛЯРНЫХ ВОЛН 

Решается задача нелинейной фильтрации выборки с целью получения оптимальной 
(в смысле метода максимального правдоподобия) оценки рассеивающей неоднородно-
сти плотности среды и скорости звука в ней при известном характере источника 
первичного поля в присутствии помех пяти типов, распределенных по нормальному 
закону с известными матрицами вторых моментов. 

1. Рассмотрим распространение скалярной волны в неоднородной 
среде с плотностью р = р(г) и скоростью звука с = с ( г ) , где г = 
= (Уь г2, г3) Система уравнений акустики для неоднородной среды, 
как известно (например, [1]) , имеет вид 

р-1 с - 2 - ^ — f divv - o , 
dt 

(1) 

at 

Здесь p — звуковое давление, v = (v\, u2, vz) — вектор объемной 
скорости, a f = ( f i , f~2, /з) — вектор объемной силы. Исключая из систе-
мы (1) вектор v, приходим к волновому уравнению для р: 

^ Д Р + Р - 1 K v p - f ) v p ] + div Т = 0. (2) 

Предположим, что объемные силы f локализованы в области X — 
излучающей области, а неоднородность плотности среды и скорости 
звука локализована в области 3i — области рассеяния. Таким обра-
зом, f = 0 вне X, а р(г) и с (г) представимы в виде: 

р (г) = р0 ехр о (г); ст (г) == 0 вне 31, 
- (3) 

с ( г ) = с0Уг~1 (г) ; в ( г ) = 1 вне 31, 

где ро и с о — постоянные (плотность среды и скорость звука вне об-
ласти рассеяния); неоднородность описывается функциями о (г) и 
е ( г ) . 

Области XczR3 и 31 с ^ з — произвольные непересекающиеся об-
ласти (X{]3t —0) конечного объема. 

Опуская в (2) член p _ 1 ( fVp) в силу условия Х{\ 31=0, используя 
(3) и переобозначая div f = — f 0 , p=U, получаем уравнение 

S 7 U + - ^ - e U = - v U \ 7 a + f 0 ( 4 ) 
• : . 4 
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(временная зависимость U есть е х р ( — m t ) ) . Следуя, например, [2], 
введем функцию Грина однородного пространства: 

— У) = |г — y h 1 exp \i — |г — у | 
I 

и перейдем к известному интегральному уравнению 

У (У) - (У) = - (г - У) { - у и (г) [8 (г) - 1] + V и (г) V СТ (Г)} dr, 

(5) 
где г е ^ , у — любое ( у е ^ 3 ) , a U[i (у) — первичное (облучающее) поле: 

У0 (У ) — J Я ( х — У ) /о ( х ) dx; х е Х , (6 ) 

Здесь и далее частота считается фиксированной и зависимость от нее 
опускается. 

2. Постановка задачи. Необходимо определить е(г) и а (г) — 
функции, характеризующие неоднородность плотности среды и скоро-
сти звука, локализованную в области 31 при известных источниках /о 
первичного (облучающего) поля, локализованных в области X, на ос-
новании измерений ,поля U, проводимых в области Y (конечного нену-
левого объема), удовлетворяющей условию отделимости от области 
3i'.Y[\31 — 0 , при наличии следующей априорной информации: 

а) реально замеряемое на Y рассеянное поле V представляет собой 
сумму истинного рассеянного поля u=U—U° и шума измерения п: 

V = и + л; (7) 
б) неоднородность в 31 представима в виде: 

8 (г) — 1 = ц0 (г) + Ц (г) + ц (г), 
(г) = 6, (г) 4-g ( г ) + 5 (г), (8) 

где |о,о, — ожидаемый вид неоднородности (априорная информация 
о пространственном распределении неоднородности в 3 i ), с — не-
которые возможные отклонения истинной неоднородности от ожидаемой 
(мера неуверенности в априорной информации цо, 1о), а г], £ — функ-
ции, описывающие рассеивающий фон в 31 (маскирующий искомую 
истинную неоднородность [Хо+(л и £ о + | ) ; 

в) случайные величины п, ц, т), £ являются взаимонезависимы-
ми, гауссовыми, с нулевыми средними, ковариационные матрицы кото-
рых считаются известными. 

Таким образом, задача представляет собой обратную активную ло-
кационную задачу акустики для мультистатической ограниченной апер-
туры X[}Y (допустимо Xf]Y=0) и произвольно большой, но ограничен-
ной области поиска 31. 

Предположения о помеховой ситуации (ошибка измерения п плюс 
паразитные раосеиватели г], £) охватывают довольно широкий диапазон 
практически важных случаев. 

Вариацией дисперсий величин fx и £ регулируется вес, придавае-
мый априорной информации и go в процессе оценки е и о на основа-
нии измерения рассеянного поля. 

3. Рассматривая уравнение (5) для у<=У и у ^ . 3 1 и разлагая в 
нем все величины по системе {<рг} — собственных функций оператора 
распространения поля из области 31 в область У, — оператора Q, [3]: 

Q ф£ (Г) = j g (Г - у) фг (г) dr = (у); г е 31; у <= Y, (9) 
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а также по произвольной, полной в L2(R) ортонормальной системе диф-
ференцируемых функций {г];*}, приходим к уравнению 

( 1 0 ) 

где 

и* = J [U (У) - V* (У)] Ф* (У) dy, Ш = 1 dv ^ (г) j g (г - х) /0 (х) dx-, 

<^k= j [ e ( r ) - l ] % ( r ) d r ; a k = j(T(r)^(r)dr; (11) 

CL = j ф/ (r) tyi (г) % (r) d?, CL = J фу (г) V t i (r) V % (r) % ("); ' 

ОГ = ^ g ( r - r ' ) ^ ( r ) % l ( r ' ) d r d r ' ; x e X ; у е У ; r , r ' e = 31, 

причем выражение для Gf имеет смысл в силу слабой особенности g(г — г') 
на 31 [4], a CU имеет смысл в силу того, что {ifij дифференциируемы 
на 3 i . 

Запишем для сокращения записи систему (10) в виде 

щ = — 2 A ft see k — 2 Bmjk ит €= к — 2 ak — 2 и т <т*, (12) 

где матрицы Bmjk априорно известны: 

Ajk = X,- 2 Cffe; = X/ 2 iflC[k\ 
cl 

Bmik = C{k\ Bmjk = X/ —— Ci/j 
CQ ^ m Z'-m 

(все суммы подразумеваются конечными). ' Возможность удовлетво-
риться конечными суммами обусловлена наличием помех, вводимых в 
рассмотренном ниже, которые всегда ограничивают точность определе-
ния е (г) и а (г). Число членов по / и т в два раза больше набора зна-
чений, пробегаемых индексом k, т. е. k=\, 2, ..., К, j, tn= 1, 2, ..., 2К. 
Такое соотношение можно обеспечить увеличением набора эксперимен-
тальных данных. 

4. Задача определения и является нелинейной некорректной 
задачей, регуляризовать которую можно, введя некоторую априорную 
информацию об искомой функции и помехах, понимая затем под реше-
нием этой задачи нахождение оптимальных оценок [5]. Используя ап-
риорную информацию и разлагая п по системе ("фг), а р,0, щ т], 
£ — по системе {я|)г}, преобразуем (12) к виду 

Vj - п, = - 2 Ajk(^ + \xk + цк) - 2 Bmjk Vm (^->rVk~ %) -

+ У + Y>Bnljknmitk + lk+tk) + 

+ 2 Bmjknm(\il +• iik + nk)-ZBtnikVm(Si+b + Sa); : 

замечая, что /^(jiA-frjft) и Ят.(£й+£й) — величины второго порядка 
малости относительно величин nm\il и nm£jjt соответственно, опустим 
их и получим окончательно: 

Щ + 2 (Bmjk 4 + Bmik g& пт = 2 {Ajk + Ajk + 
7 В М У № 6, ф и з и к а , а с т р о н о м и я 
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+ 2 {Bmjyk + Bmjk ll) Vm + S [А]Л(рк + гь) + Ajkilk + У] + 

+ 2 [Bmjk(llk + n*) + Bmik (h + У1 ^m + V7;, 

или в векторном виде: 

п = т + 0 ( ц + ч) + 0 ( § + ч ) , (13) 

где © и ©, вообще говоря, прямоугольные матрицы: 

е = [ £ + В0 + Д,1-ЧЛ + ДУ]; в = [Я + Во + S0]-1 [Л + BV1; 

: ; Е == ||б£/-1|; А —-1| Ajk ||; A^'jAjJ; В = \\Впф\\, В = \\Bmjk\\; 

В0 = ||2Bm/fePft||; Д> = {{Я Bmjk$\\, 

а V, п, {i0, g0, {1, yj, 5 и m — вектор-столбцы: 

m = [Е + В0 + So)"1 [-4 ро + Л у + V, 
V = 11̂ /11; п = ||п/||; 11 = 1(1*1; п = ||%||; g = | |gJ; C = 1WI, 

состоящие из •коэффициентов разложения этих величин по системе 
Ш, {!>*} (у = 1, 2,..., 2 К; k=\, 2,..., К). 

Ковариационные матрицы коэффициентов разложения помех, вы-
числяемые по известным ковариациям и обозначаемые N, М, Н, Е, 
Z, известны в силу предположения в) . Например, для матрицы М по-
лучаем 

М = \\М„ I I -= | | J J < | x ( r ) ( i - ( r ' ) > ^ ( r ) ^ ( r ' ) d r r f r ' | | ; г, г ' е е Я , (14) 

аналогично для Н, Н, Z, тогда как матрицу N ищем, раскладывая ко-
варна цию на приемной апертуре У: 

N = 1 1 ^ 1 1 = | | <л (у )« ' ( у , ) )ф / (у )ф т ( у ' ) ^у^ у ' II; У, У ' е Г . (15) 

5. Логарифм функции правдоподобия L в силу взаимонезависимо-
сти помех запишем, опуская не участвующие в варьировании члены: 

lnL = — In IP P(P)P{r\)P®P®} 
м-. 6. S 

- [ш + 6( t i + ч) + 9 (g + o j + ^ - M m + e (si + ч) + S ( § + 0 ] + 

+ lt+M-1{t + y j+H- 1 r j + ? + S - 1 5 + ; + Z - 1 ! ; - ^ rnin . (16) 

Варьируя (16), получаем систему, линейную по оцениваемым пара-
метрам ц и 

[в+ЛГ 1 © М - 1 J f + ©+ ©т? + ©+AT"1 © £ + @+ W - 1 © £ = _ в + л г ' ш , 

©+ AT1 ©J + [в+ АГ1 © + Н - 1 ] ч + ©+ ЛГ1 © £ + ©+ iV-1©^ = — ©+iV_1m, 

©+ЛГ1 ©f + ®+N~ l ©^ + [©+ЛГ1 © + a^ 1 ] Г + ©+ЛГ1 © f = — © + ^ _ I m , 

©+ ЛГ1 ©5 + ©+ЛГ1 © ̂  + ©+ДГ-1 © f + [©+ N~~L © + Z - 1 ] f = — в+ЛГ 1 m, 

v 1 ' ; 
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•при этом одновременно оцениваются ц и•£, как параметры обстановки. 
6. Таким образом, система (17) дает алгоритм оптимальной нели-

нейной фильтрации выборки V с целью получения оценок рассеиваю-
щих неоднородностей ц и § (а также параметров обстановки TJ И £). 
Эту фильтрацию можно осуществить в два этапа. 

На первом этапе вычисляется матрица Ф, зависящая от вектора 
выборки V: 

Ф = 

©+ЛГ1© М - 1 , ©+АГ"1©, ©+ЛГ"1©, ©+ЛГ 1 © 
©+ЛГ"1©, ©-| 'A /_l © Н ~ \ ©+А^_1@, ©+АГ4© г-1 

©+АГ1 в, ©+ЛП1©, ©+N 7-1 , ©+7V-1© 

©+ЛГ1 ©, ©+Л/ - 1 ©, ©+Л/"1 ©, ©+ЛГ1 © + Z 7—1 —1 7 - 1 

(18) 

на втором этапе полученный оператор (18) применяется к вектору е, 
линейно зависящему от V: 

е = — 

©+N~ 'ш 
6+ЛГ ' т 
©+АГ г гп 
©+АГ 1 IT1 

(19) 
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