
67 ВЕСТН: МОСК. УН-ТА. СЕР. ФИЗИКА, АСТРОНОМИЯ. Т. 19, № 1 — ISfS? 
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Л. С. Кузьменков О ГИДРОДИНАМИЧЕСКОМ ОПИСАНИИ 
П. А. Поляков ВОЛН В РЕЛЯТИВИСТСКОЙ ПЛАЗМЕ 

С УЧЕТОМ ТОРМОЖЕНИЯ ИЗЛУЧЕНИЕМ 

Исследуются линейные колебания релятивистской плазмы с учетом торможения 
излучением в гидродинамическом приближении. Получено релятивистски инвариантное 
дисперсионное соотношение и проводится его анализ для неподвижной плазмы в от-
сутствие внешних полей, для плазмы, движущейся с постоянной средней скоростью, 
для волн, распространяющихся в направлениях параллельном и перпендикулярном 
внешнему магнитному полю. Показано, что потери энергии при коллективном излуче-
нии электронов приводят к затуханию всех типов плазменных колебаний. Это затуха-
ние превосходит затухание Ландау для волн в плазме с плотностью п ^ Ю 9 см3, фазо-
вая скорость которых по крайней мере на порядок больше тепловой скорости элек-
тронов. 

Распространение высокочастотных волн в релятивистской плазме 
связано с излучением заряженных частиц. Исследуются колебания 
релятивистской плазмы с учетом торможения излучением. Согласно 
формуле Абрагама — Лоренца—Дирака [1] излучение частиц плазмы 
сопровождается радиационным торможением. Последовательный учет 
торможения излучением можно провести только в кинетической тео-
рии. Выясним, к каким физическим следствиям приводит учет тормо-
жения излучением в рамках так называемого односкоростного прибли-
жения [2], когда температурным разбросом частиц можно пренебречь. 

Функция распределения в этом случае имеет вид 

f = n{x)b{uk — tk)2b(u°)b(iiaUa-~ 1) (1) 

и, как нетрудно видеть, удовлетворяет уравнению непрерывности в 
грг восьмимерном пространстве координат ха и скоростей ир 

и» F ' ^ l i l J L ^ о (а = 0 , 1 , 2 , 3 ) , (2) 
дха диР 

где т а —4— вектор гидродинамической скорости 0 (и0), б (и аи а—1) — 
функции Хевисайда и 6-функция Дирака. В линейном по полю прибли-
жении [3] 

F ' P - * Я* 4- 2 * и J'o - — Г t a + T ^ Щ. 

Плотность числа частиц п(х) связана с инвариантной плотностью 
v (я) соотношением [4] 

n(x) = v(x)t°( х). (3) 
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Интегрируя уравнение (2) с учетом (1) по скоростям с весами 1 и и а
у 

получим 

дха 

Т3 i l l = + ( 5 > 
дх$ rnc* V -г з m4i дхр У V / 

Уравнения (4) и (5) вместе с уравнениями Максвелла 
д*Аа 4я ал" (6> 

J , г — дх^дх® с ' дха дху 

Г = есщх? + eene%t 

образуют полную систему уравнений для описания релятивистской: 
плазмы в гидродинамическом приближении. В уравнениях (4) — (6) 
индексы i, е относятся к ионам и электронам соответственно. 

Рассмотрим линейные колебания электронной компоненты плазмы,, 
считая ионы неподвижными. Полагая, что в состоянии равновесия 

Ja = О, F"» = F f f i , т? = V, = v(0), (7) 
а все переменные величины пропорциональны ехр{— ikaxa}, систему 
уравнений (4) — (6) в линейном приближении можно представить в 
виде 

v(o) ( - + v (х) ( - ikptf0)) = О, 

4 ( - ih%«) = (ПЬу + Fa\m) + "44)) F * , mci 3 mzc4 

А* = - [V(0)X« + V (X) t« J, (8> 
k^k С 

pay = 4яе— f_ V(o)ikaTV_ikav (jp) ^ + ^ ^ a + y ^ ^ 
k^brc 

С помощью несложных алгебраических преобразований из системы 
(8) найдем 

к + - 4 г - г Л - f 1 - ^ v m - i - 4 ? v I ^ = = ° > 

(9> 
h k * c ' k A K 3 mc2 ; mcSv<<» 

где со2 = 4яеЧ(о)/т. Здесь введено обозначение 

ку = &KT(0)Y + ^vT(0) — I i ^ — J. 
V V(0) / 

Из условия разрешимости однородной системы линейных алгебраичес-
ких уравнений (9) относительно Av получаем дисперсионное соотноше-
ние для волн в плазме 

det , ®р 1 / | ; 2 \ .а . ерф)у 
8У + — i V - 1 - • ^ - ' 

V(0) \ 3 ^ / 
= 0. (10) 
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Дисперсионное соотношение (9) является релятивистски инвари-
антным и поэтому справедливым в любой инерциальной системе отсче-
та. Потери энергии в излучающей системе зарядов привели к появле-
нию в (10) члена ^ptP}2e2/3mc2, за счет которого матрица (9) является 
неэрмитовой. 

Проведем анализ дисперсионного уравнения для некоторых важ-
ных случаев. 

1. Полагаем, что внешние поля отсутствуют — 0 и плазма, не-
подвижна {1, 0, 0, 0}. Тогда матрица Ау становится диагональ-
ной, а (10) распадается на два дисперсионных соотношения 

1 ( \ _ t — к \ = 0, (11) 
k°k0c2 \ 3 тс2' ) 

о, (12) 
ftpft'V V 3 

для продольных и поперечных волн соответственно. 
Мы ищем волновые решения уравнений (8), удовлетворяющие, урт 

ловию Поэтому соотношения (11), (12) можно перепи-
сать в виде 

= = (13) 

Y = (14) 3 тсл р 

где а>1,2 = Re (с£О>2)), Y = I m(c&0)-
Формулы (13) совпадают с хорошо известными выражениями дйя 

частот продольных и поперечных плазменных колебаний [5]. Учет ло-
ренцавых сил трения привел к появлению затухания волн в плазме. 
Декремент затухания определяется формулой (14), причем его вели-
чина одинакова как для продольных, так и для поперечных колебаний. 

В гидродинамическом приближении затухание электромагнитных 
колебаний, обусловленное радиационным торможением, является един-
ственным для бесстолкновительной плазмы. Однако, как хорошо из-
вестно [5], в бесстолкновительной плазме за счет взаимодействия час-
тиц с волнами существует затухание Ландау с декрементом 

у л = _ у j W - Y ^ e x p L j ^ - . A 
Г V ° 1 0 k3 F 20 ft® 2 

которое нельзя получить в гидродинамическом приближении. В связи, 
с этим интересно сравнить затухание Ландау уд и затухание, обуслов-' 
ленное радиационным торможением у. 

Численные оценки показывают, что для широкого класса плазмен-
ных сред с плотностями электронов /г^Ю 9 см - 3 затухание у превосхо-
дит затухание Ландау для волн с фазовыми скоростями £>ф > 10 
Следовательно, затухание Ландау в «чистом» виде может быть экспе-, 
риментально измерено для волн, фазовая скорость которых меньше 
тепловой скорости частиц. Только для такого типа волн имеются экспе-
риментальные измерения затухания Ландау [6]. 

2. Рассмотрим плазму в системе координат, в которой ха = {Т(0), 
т(о), 0, 0), k a = {k°, k, 0, 0} и внешние поля отсутствуют. В этом случае 
отличные от нуля матричные элементы в (9) принимают вид 

5* 
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чю 1 + 
kpkh2 £f,t(0) 

1 д _ Р ; 
10 ft R 

V е2 V<o> 

An 
1 1 — i 

Л, 1 + 
v P c 2 k A 

А 3 3 = 1 

3 md1 

, 2 е2 

3 mc2 

2 е2 

3 mc2 

. 2 е2 
I 

3 mc2 

^ 1 

2k°% (0)0 — p 

h r p 
*PT(0) J 

Г^1т(0)0 — KX\o) 

k\o)i + к^Хф) — 

kDTP 

koX\ 

Шх{ <0)1 

kokh* koX, 
(0) 

. 2 
mc* 

k T(0)p 

V(O)-

(0) J 

kik1 

% T ( 0 ) . 

(16) 

Приравнивая нулю определитель, составленный из коэффициентов 
(16), получим дисперсионные соотношения для продольных плазмен-
ных колебаний: 

1 

1 

(Vfo))2 с2 

со2 
_р 

kokh2 

1 — i- V(0) | = о» 

- 0 . 

(17) 

(18) 

Введем обозначения ka —k'a+iyya и будем предполагать, что дейст-
вительная часть вектора ka значительно больше мнимой. 

Находим 

= ± ]/" l—^+ko, 0)| = k2C2 + 0)2, 

Y = Уа = X(Q)'C 

(19) 

(20) 

Здесь v — скорость плазмы в рассматриваемой системе коорди-
нат. Из формулы (19), (20) видно, что в движущейся системе коорди-
нат частота продольных колебаний зависит от длины волны. Диспер-
сионное соотношение для поперечных колебаний не изменяется. Кроме 
того, наряду с затуханием во времени появляется также пространст-
венное затухание. При этом физические параметры плазмы изменяются 
по закону 

п (х) = п exp J у J sin (at — kx + q>). 

3. Пусть k a = { k ° , k \ 0, 0}, т«} = {1, 0, 0,"0}, и плазма находится 
во внешнем магнитном поле В = { 5 , 0, 0}. 
Тогда вместо (10) имеем уравнение 

1 0 0 0 
0 А3 0 0 
0 0 Лх — £Л< 
о о ;л 2 Ах 

0, (21) 
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где 

Лх = 1 -
с2 

Л я = 1 -

. 2 I 
3 тс2 А.а 

еВ 
mc2k0 

k0k«c2 
. 2 

Из равенства (21) получаем два дисперсионных соотношения: для ленг-
мюровских колебаний: 

,л2 
1 Р 

(О2 

е2 

/тгс3 (О - О , (22) 

для поперечных электромагнитных колебаний, распространяющихся 
вдоль магнитного поля: 

N2 = 
со ± со в 
0) =F (йв со (со + 1 — i 

. 2 ге2 

тс3 со (23) 

Здесь N—kcfсо — показатель преломления, с о в = е В / т с — циклотронная 
частота. 

Для многих приложений выражение (23) можно упростить. На-
пример, при сорС^с получим 

s2 
( \ - i - — со 

k42 \ 

CO2 = k2C2 -f- COp, 

mr 
1 2 e2 

— co„ (24) 

0, (25) 

4. Рассмотрим случай распространения электромагнитных волн в 
неподвижной плазме в направлении, перпендикулярном магнитному 
полю. 

Дисперсионное уравнение в этом случае можно представить в виде 
1 О О О 
0 А3 0 iA2 

0 0 Лх 0 
о — ;л 2 О Л, 

где Лг- определены формулами (21). 
Отсюда находим дисперсионные соотношения для продольных к 

поперечных волн 

Nv = 
(О2 СО2 — Со| • (О 1 - i 

Р\ 3 тс3 

N* 
со2 1 — i 

. 2 е2 

Из формулы (27) для малых декрементов затухания имеем 

со2 = k2c2 + (0?, 1 2 е2 

V = о)„ Г 3 Р тс3 

(26) 

(27) 

(28) 
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Для ленгмюровских колебаний в магнитном поле, фазовая ско-
рость которых много меньше скорости света со/&<Сс, уравнение (26) 
значительно упрощается и принимает вид 

О 2 . 2 1 2 е2 /огк\ (О2 = <ов + (Ор, у = — — ©р . (29) 
3 тсл 

Можно рассмотреть и другие предельные случаи, для которых соотно-
шения (23) и (24) упрощаются. 

В заключение отметим, что учет торможения, излучением приводит 
к появлению затухания всех типов плазменных волн в магнитном поле. 
Это затухание обусловлено обратным действием на заряды излучения 
•и связано с потерями энергии электронов при коллективных излучени-
ях. Для волн в плазме, фазовая скорость которых превышает на поря-
док тепловую скорость электронов, затухание, вызванное радиацион-
ным торможением, превосходит затухание Ландау. 

Л И Т Е Р А Т У Р А 

1. H a k i m R. «J. Math. Phys.», 1967, 8, 1315. 
2. В л а с о в А. А. Статистические функции распределения. М., 1966. 
3. Л а н д а у Л. Д., Л и ф ш и ц Е. М. Теория поля. М., 1967. 
4. К у з ь м е н к о в Л. С., П о л я к о в П. А. «Вестн. Моск. ун-та. Сер. физ., астрон.», 

1977, № 1. 
5. А х и е з е р А. И., А х и е з е р И. А., П о л о в и н Р. В., С и т е н к о А. Г., С т е -

п а н о в К. Н. Электродинамика плазмы. М., 1974. 
6. Д о л г о п о л о е В. В., Е р м а к о в А. И., Н а з а р о в Н. Н., С т е п а н о в К. Н.. 

Т о л о к В. Т. ЖЭТФ, 1963, 45, 1260. 

Поступила в редакцию 
1.6 1977 г. 
Кафедра 
теоретической физики 


