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О ПЕРИОДИЧЕСКИХ ДВИЖЕНИЯХ ОСЕ-
СИММЕТРИЧНОГО СПУТНИКА ОТНОСИ-
ТЕЛЬНО ЦЕНТРА МАСС НА КРУГОВОЙ 
ОРБИТЕ (I) 

Методом малого параметра Пуанкаре для гамильтоновых систем исследуется су-
ществование периодических решений в задаче о вращательном движении осесимметрич-
ного спутника относительно центра масс на круговой орбите. Движение спутника опи-
сывается каноническими оскулирующими элементами Андуайе. Получены аналитические 
условия существования периодических решений Шварцшильда и Пуанкаре, проведена 
их качественное и численное исследование. 

В связи с развитием космической техники и появлением новых дан-
ных о движении некоторых естественных небесных тел в современных 
исследованиях получила развитие теория резонансных вращательных 
движений твердых тел. Многочисленные работы, начиная с В. В. Бе-
лецкого [1], посвящены исследованию' вращательного движения спут-
ника в плоскости орбиты. Ф. JI. Черноусько [2], V. A. Zlatoustov и 
А. P. Markeev [3], N. X. Vinh [4] провели никл исследований резонанс-
ных вращений трехосных твердых спутников в плоскости эллиптической 
орбиты. 

Важное направление в исследовании резонансных вращательных 
движений твердых тел было предложено М. С. Волковым [5, 6]. В его 
работах дается строгий вывод уравнений вращательного движения в 
оскулирующих канонических элементах Андуайе, описывающих уже 
пространственные движения осесимметричного тела, и предложен но-
вый метод исследования резонансных вращений, основанный на теории 
периодических решений Пуанкаре [7]. 

В работах А. П. Торжевского [8,9] рассматриваются пространст-
венные резонансные движения быстро закрученного спутника на эллип-
тической орбите в ньютоновском поле Земли и предлагается метод ис-
следования, основанный на введении переменных «действие — угол» при 
изучении резонансов разных типов, исследуются качественные характе-
ристики, поведение на торе. Предложенный А. П. Торжевоким метод 
открывает новые возможности в изучении резонансных вращательных 
движений небесных тел. 

В настоящей работе методом малого параметра Пуанкаре иссле-
дуется существование периодических решений Шварцшильда и Пуанка-
ре в задаче о вращательном движении осесимметричного спутника на 
круговой орбите под действием гравитационных моментов центрального 
тела. Дается вывод аналитических условий существования периодиче-
ских решений, проводится качественный и численный анализ возможных 
периодических движений. . . . 
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§ 1. Постановка задачи. Уравнения движения 
в канонических оскулирующих элементах 
Андуайе 

Рассмотрим вращательное движение осесимметричного твердого 
спутника относительно собственного центра (масс под действием грави-
тационных моментов центрального тела О, относительно которого центр 
инерции спутника S описывает кеплеровскую круговую орбиту радиу-
са R. 

Обозначим через т массу центрального тела, А = ВфС — глав-
ные центральные моменты инерции спутника и опишем его вращатель-
ное движение каноническими элементами Андуайе [10]: 

L,G,H,l,g,h. (1) 
Для этого введем системы координат: Oxyz — неподвижная система 
координат с началом в центре притяжения О и осями Ох, Оу постоян-
ной ориентации, лежащими в неподвижной плоскости круговой орбиты 

спутника; Sxyz — система координат с нача-
лом в центре масс спутника S, оси которой 
параллельны соответствующим осям системы 
координат Oxyz; — подвижная система 
координат, оси которой направлены по глав-
ным центральным осям инерции спутника. 

Пусть Р есть промежуточная плоскость, 
нормальная к вектору G кинетического момен-
та вращательного движения спутника, прохо-
дящая через начало координат 5. Ориента-
цию этой плоскости в осях Sxyz определим 

К-Плоскость углами р и h (рис. 1), где р — угол между 
ч.Пронежу- спутника осью Sz и вектором кинетического момента 

точная плоскость вращательного движения G; h — угол между 
осью Sx и линией пересечения плоскостей Р 

Рис. 1. Элементы Андуайе и 

Углами 9, I, g определим положение осей 
спутника относительно вектора G и промежуточной плоскости Р: 
в — угол, измеряемый между осью и вектором G; I — угол, отсчиты-
ваемый от линии пересечения плоскостей Р и Sgri до оси 5 | ; g — угол, 
измеряемый от линии пересечения плоскостей Sxy и Р .до линии пере-
сечения плоскостей Sgri и Р. 

Переменные L, Я введем соотношениями L = G c o s 9 , Я—Gcosp, 
где G — величина вектора G. Таким образом, L есть проекция вектора 
G на ось динамической симметрии спутника а Я — проекция векто-
ра G на ось Sz. 

Движение центра масс спутника в осях Oxyz опишем декартовыми 
координатами х, у, z, которые в случае рассматриваемого движения 
определяются формулами 

x=--RcosM, у — RsinM, г = 0, (2) 

где M—nt — средняя аномалия, отсчитываемая в плоскости орбиты от 
оси Ох до радиус-вектора центра масс спутника, п — среднее орбиталь-
ное движение. 

Выберем за невозмущенное движение свободное вращательное дви-
жение осесимметричного твердого тела с главными центральными мо-
ментами инерции А=ВФС и опишем движение спутника под действи-
ем гравитационных моментов уравнениями возмущенного движения в 
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оскулирующих канонических элементах Андуайе (1). Уравнения дви-
жения запишутся в виде [10, 11]: 

dL dF dl dF 
dt dl ' dt dL ' 

dG dF dg _ dF 
dt dg ' dt dG ' 

dH dF dh W 
dt dh ' dt dH ' 

p — G2 А —С + 
2 A, 2 AC 

+ 

(3) 

где 
(4) 

U — силовая функция ньютоновского взаимодействия спутника с цен-
тральным телом. В настоящей работе мы ограничимся приближенным 
значением функции U: 

U = ky\ (5) 
где 

2R* V ' 

f — гравитационная постоянная, у — косинус угла между линией цент-
ров OS и осью динамической симметрии спутника представляется 
функцией элементов Андуайе следующими формулами: 

а1з = (cos g sin 9 cos p -f sin p cos 0) sin h + cos h sin g sin 0, 

a2 3 = — (cos g sin 6 cos p + sin p cos 0) cos h + sin h sin g sin 0, (7) 

a33 = — sin p sin 0 cos g + cos 0 cos p, 

a L H
 - A — • V G2 — H2 /QN COS 0 = COS -Q-, SUl 0 = — q- , sin p = — ^ 

Формулы (6), (7), (8) позволяют представить F явной функцией эле-
ментов Андуайе (1) и времени. Опуская выкладки, приведем оконча-
тельное тригонометрическое представление силовой функции 

U = k £ ukukt (0, Р) cos g + k2 <y), (9) 

где a = h — M , суммирование производится по индексам &i = 0, I, 2; 
k2 — 0, ± 2 , а коэффициенты разложения (9) определяются формулами: 

«оо = — sin2© + — (1 — — sin2е") sin2р. 
2 2 \ 2 / 

Щ о = — sin 2р sin 20, 
4 

= -— sin2 0 sin2 p, (10) 
4 

«0.2 = — ^ 1 Y Sin2 e j Sin2p, 

7 ВМУ, № 1, физика, астрономия 
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Щ.±2 = — — sin2 Э (1 ± COS р)2, 
8 

Щ.+2 = + — sin 20sin р (1 ± cos р)2. 

Из (4) — (10) следует, что F не зависит от элемента I, вследствие 
чего уравнения (3) допускают первый интеграл L = L0—const, который 
характеризует постоянство проекции вектора G на ось динамической 
симметрии спутника. 

Исключая из дальнейшего рассмотрения вращение спутника отно-
сительно этой оси, понизим порядок уравнений на две единицы. В ре-
зультате получим 

dG dF 
dt dg ' dt dG 

ldH dF dh dF 
dt dh ' dt dH 

(11) 

где 

F = + G, g, h~M). (12) 1 

После интегрирования уравнений (11) переменные L, I определяются 
по следующим формулам: 

t 
L — L0, ( t ~ t 0 ) ~ (13) 

to 
где L0, /0 — значения соответствующих переменных на момент времени 
t—t0. 

Приведем систему уравнений (11) к автономному виду, для чего 
введем новые канонические переменные Н/=Н, h'=h—М. Будем иметь 

dG __ ao dg _ ___ аФ 
dt dg dt dG ' 

(14> 
dH' ao dK ao 
dt dh' ' -Jt LdH' ' 

где 
' Ф = — 4- nH' + U(H', G, g, h'). (15) 

2A 
Уравнения (14) допускают первый интеграл (интеграл Якоби) 

Ф = с - const. (16) 
Сделаем предположение, что эллипсоид инерции спутника близок 

к сфере, а расстояние до спутника велико ;по сравнению с его разме-
рами. Тогда характеристическую функцию задачи Ф можно предста-
вить в виде, необходимом для применения метода малого параметра 
Пуанкаре: 

Ф = Ф 0 + v<Db (17) 
где 

Ф о = ( 1 8 ) 

vCb^UW, G, g, h'). ( !9> 
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В качестве малого параметра v можно взять, например, динамическое 
Д Q 

сжатие спутника v — — - — . 

При v = 0 благодаря свойствам невозмущенного движения уравне-
ния (14) допускают периодические решения. Нашей задачей является 
исследование вопроса о существовании периодических решений Пуан-
каре—Шварцшильда при малых значениях параметра v. 

§ 2. Периодические решения Шварцшильда 

Для краткости вывода аналитических условий существования пе-
риодических решений, для переменных Андуайе введем новые обозна-
чения: 

= G, х2 = Н', у1 = g, у2 = Ы. 

Тогда уравнения (14) запишутся в виде 

dxi _ ЗФ dyt _ дФ (i ^ \ 2) (90) 
di diji ' dt dxt 

где 

Ф = Ф0 + vcpb 

X2 

Ф0 = JL + пхг, 

vOi = k Yi Ukuk, Oi> Xz)cos (kiyi + hУг)-

При v = 0 из (20) получаем порождающую систему уравнений 

d4 = ЗФ^ = n(0) ( t = l , 2 ) , 
dt dt dxi 

общее решение которой имеет вид 

. = aL, у{?= t^t + щ ( t = 1,2), (21) 

где di и (di являются произвольными постоянными интегрирования, 

(0» _ дФо П\ — — 

дх1 

(0) __ ЭФ0 П9 — дх. 

А ' 
( 2 1 ' ) 

— п. 

Это решение будет периодическим с периодом Т0, если будут выпол-
няться условия 

х, (Г0) - (0) = 0, yt (Т0) - уt (0) - nf]-Т0 = 2kt л, (22) 

где kL (i — 1, 2) целые числа, такие, что я[0) соизмеримы. 
Рассмотрим теперь решение уравнений (20) с новыми начальными 

условиями X i = d i + fii, У{=®i+Yi- Будем искать в окрестности порож-
дающего решения периодическое решение с периодом Г0(1 + а) , где а 
величина порядка v. 



1 0 0 ВЕСТН: МОСК. УН-ТА. СЕР. ФИЗИКА, АСТРОНОМИЯ. Т. 19, № 1 — ISfS? 

Для исследования существования такого решения преобразуем 
уравнения (20) к новой независимой переменной £ = , для ко-

1 + а 
торой период искомого решения будет Т0. Тогда уравнения движения 
,(20) запишутся в виде 

dxi ,л . ЭФ dy; . . дФ = ( 1 + « ) J ® . _ ( 1 + а ) » (23) 
dt, dyt dQ dxi 

Общее решение этих уравнений, близкое к порождающему, пред-
ставим в форме 

* / = f l , + P< + ii(£), ( j = l , 2 ) . (24) 
= + + + . 

Рассматривая формулы (24) как формулы преобразования к новым 
переменным г)г, запишем уравнения движения в следующем виде: 

3L =
 д К dlU = __ (25) 

dg дщ' dl дЪ ' 
где 

К = lA0) + bnf + аф (£, at -Ь p f , nf] I + со. + у,) + 
2 

г Лгп я т 1 
I dai ' Cfflj "" J i 1 

2 2 r ас»/т> ля/т» Я2гР» 
+ 0(¥). 

(26) 

Необходимыми и достаточными условиями существования периоди-
ческих решений системы (25) будут 

xdT)r-M0) = h(To) = o. 
У1(Т)-У1(0)-2к1п = ц1(То)=0 ( i = 1 , 2 ) . (27) 

Ограничиваясь в нашем решении только членами первого порядка ма-
лости относительно г\г, будем иметь 

~ (1 + а) J??Lf = — nf] — (1 + а) — — . (28) 
dt, дщ ' dt, dat 

Разлагая Ф(а г + р ;, п(Р£ + щ + yt) в степенной ряд по Рг, у{, v, а, из 
уравнений (27) и (28) находим 

Ik (То, рг, Yf.v) _-dm | r y i дЦФ,] p | y i ^[ФхЯ j | 
vT0 дщ дщдсц 1 дщдщ 1 J /=1 1 

+ v ( . . . ) = 0, ( 6 = 1 , 2 ) ; 

ТН(Уо. Pf. Yf, v) = „ ^Фо_ ^ R д«Ф0 ft ^2Фо ( 

(29) 
— T0 да± да\ дагда2 
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pf, yi, у) = а_аФо_ р а̂ Фо + + v ( . . . ) д 0> 

— То да2 da2daL да^ 

где 
То 

№ 1 ••= 4 - \ Фх (P. л Р р + ч ) ф . (30) 
Т о J 

О 
Уравнения (20) допускают первый интеграл 

х2 

ф = + ПХ2 + \ФХ (xlt х%, //!, г/2) = С, 2 А 

частная производная которого по Х\ в порождающем решении отлична 
от нуля, 

дф 
дх1 А 

= -п?ф 0. 
Н =ai 

Следовательно, одно из уравнений (29) является следствием трех 
остальных. Мы полагаем | i = 0. Теперь достаточно удовлетворить трем 
уравнениям 

= % = % = (31) 

Таким образом, для определения Pi, 02, уь ?2, а имеем три уравне-
ния. Следовательно, две неизвестные, например yi и можно выбрать 
произвольно. Пусть YI = P 2 = 0 И выберем начальный момент времени 
таким образам, чтобы сох = 0. Тогда уравнения (31) будут давать 
Pi(v) , Y2(V), a (v) как голоморфные функции параметра v, обращаю-
щиеся в нуль вместе с v, если будут выполняться следующие условия: 

- 1 Ш - = 0 , (32) 
дщ 

d(h, Tii- %) ( 3 3 ) 

д(у2, Рх, а) 
Последнее условие, как нетрудно показать, эквивалентно другому: 

д2 [Фх] 
д(4 

ф0. (34) 

Возвращаясь к исходным обозначениям переменных, условия существо-
вания (32) и (34) запишем в явном виде. Д л я показателей соизмеримо-
сти k i : k 2 — \ : 1 будем иметь 

«2.2 sin 2h'o = 0, (32') 

•̂2.2 cos 2h'o Ф^ 0. (34') 
' я 3 Откуда получаем ho = 0, — я , •— я ; 0, я ; р ф п . Аналогично для 

— - ' я 3 
соизмеримости kx\k% = 1 : — 1 получаем h0 = 0, — , я , — я ; 6=^0 , я ; 

— — я 3 р ^ 0 и для соизмеримостей & 1 : / г а = 1 : ± 2 ho = 0, — , я , — я ; дфО, 
71 

— , я ; р ф 0, я . Для других показателей соизмеримости условие сущест-

вования заведомо не выполняется. 
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§ 3. Периодические решения Пуанкаре 

В этом случае а = 0 и условия существования периодических реше-
ний принимают вид 

1г{Тр, fr, Yi, V) _ . 3 fOj] , f V [ф1] ft. , ГФх 1 у , | + 

УГ0 да» + {iL дсо2да,- + 2 
/ = 1 /=i 

дсo2d(i>j 

%(Го. Р,, Y f , v) + = 

— То да. 
(35) 

Ц2(То, Pi, Уt, v) 
vT„ дйа 

dai 

daedal 

д2 [Фх] 
да2доз2 

1 32Ф0 Г 
Т0 да\ J 

V ( . . . ) = 0 . 

ааФ1 
da<>d(0i 

tdt) + 

л 
К 
2 

/ ч 
/ \ 

/ 
/ 

у \ 
/ 

/ ^ ^ ^ 

У \ 
/ \ / у \ / 

/ v 

31 

3L 
•1 

SL 
fi 

Рис. 2. Порождающие значения 
9, р в случае соизмеримости &i = l, 
k2=2, 8 = —1 — прямая, е = 1 — 

пунктир 

ас 

0 

К 
2 
А / \ У \ — ' \ 

^ ч / \ / \/ 
К 
2 J> 

Рис. 3. Порождающие значения 
0, р в случае соизмеримости ki = 
—k2—l. Обозначения те же, что 

на рис. 2 

Величины Рь Рг, 72 определяются из системы (35) «ак голоморфные 
функции параметра v, обращающиеся в нуль вместе с v, если будут вы-
полняться следующие условия: 

a [Oil _ 
дщ 

а [Фх] 

о, (36) 

дсь = 0, (37) 

a (Pi, pa, у2) 
Условие (38) эквивалентно следующему: 

32[Фг] \ 2 д2 [Фг] д2 [Фг] 

J> ф 0. (38) 

ФО. (39) даъдск j да2
2 да2 
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Возвращаясь к исходным обозначениям переменных, получим явное 
выражение (функции [CDi]. Вычисляя интеграл (30) и учитывая, что 
0)1 = 0 (g"o==0), будем иметь 

v[<Di] = £[«o.o(0, Р) +«2.2(0, р) cos 2/го] (40) 

в случае соизмеримости k\\k2=\ : 1 и 

v [Фх] = k [ио.о (0, р) + «1.2 (0, Р) cos 2/го] (41) 
в случае соизмеримости k\\k2=l :2. Коэффициенты в (40), (41) 
определяются формулами (10), в которых нужно положить 

cos 6 = — c o s р = ——, пде Lo, G0, Н0 — порождающие значения 
G0 <j0 

соответствующих переменных. _ _ _ 
В случаях соизмеримости k\: k2= 1 : —1 и kx \ k2= 1 : —2 заменой 

р—р'—я функция v [Ф]] приводится iK тому же виду, что и в (40), 
(41). Данным методом мы можем исследовать периодические решения 
для соизмеримостей 1 : ± 1 и 1 : ± 2. 

Теперь мы можем записать условие (36) в явном виде 

^2. ± 2 (0, p) sin 2Яо —= 0 (42) 
для соизмеримостей 1 : ± 1 и 

t/i.±2(6, Р) sin 2/io = 0 (43) 
для соизмеримостей 1 : ± 2 . 

Уравнения (42), (43) имеют решения h0 = 0, л, —п> кото-
рые означают, что в начальный момент времени проекция оси динами-
ческой симметрии спутника на основную плоскость либо совпадает с 
радиус-вектором центра масс спутника, либо ортогональна ему. 

Уравнение (37) удобнее записать относительно порождающего зна-
чения переменной р 

1 а [ад ( 4 4 ) 
G0 sin р dp 

Подставляя выражения (40), (41) в уравнение (44), преобразуем его: 
е sin2 9 ,.г<\ cos р = (45) 

(6 — 8) sin2 е — 4 
для пх : k% = 1: 1 и 

sin р cos р ^ 1 — — sin2 0 j — - j - sin 20 (cos p + cos 2p) = 0 (46) 

для k { : k2— \ : 2, где введено обозначение e — cos2/io — dr 1-
Результаты численного анализа зависимостей (45) и (46) для по-

рождающих значений 0 и р представлены графически (рис. 2, рис. 3). 
Наконец, условие существования (39), которое нетрудно написать 

в явном виде и исследовать непосредственно, выполняется всегда. 
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