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В. Е. Лямов ПОПЕРЕЧНЫХ ВОЛН, 

РАСПРОСТРАНЯЮЩИХСЯ 
ВДОЛЬ АКУСТИЧЕСКИХ ОСЕЙ 
КРИСТАЛЛОВ, П Р И ВНЕШНИХ 
СТАТИЧЕСКИХ ПОЛЯХ 

На основе разложения термодинамического потенциала и условий квазистатиче-
ского приближения получена система уравнений, определяющая скорости упругих волн 
1з 'пьезокристаллах, находящихся под действием статических полей. Для некоторых 
классов кристаллов рассчитан нелинейный параметр, характеризующий эллиптическую 
тюляриз&Цйю поперечных волн, распространяющихся вдоль акустических осей при 
действии постоянного механического напряжения или электрического поля. Получено 
"выражение для потока энергии акустических волн в кристаллах, находящихся под 
действием внешних полей. 

Существует ряд поляризационных эффектов, представляющих ин-
терес для .исследования твердого тела. Такие явления, как внутренняя 
коническая рефракция [1—3], эллиптическая поляризация волн,, воз-
никающая вследствие разориентации [4, 5], позволяют исследовать 
линейные свойства твердых тел. Широкое применение акустических 
методов обработки сигнальной информации [6] требует развития ме-
тодов, изучающих нелинейные свойства твердых тел и определения нели-
нейных коэффициентов. Существует несколько способов определения 
нелинейных коэффициентов: по измерениям амплитуд гармоник [7—9], 
по изменению скорости акустических волн [10—12] или резонансной 
частоты пластин [13] при статических нагрузках. К ним следует также 
отнести поляризационные особенности, использующие эллиптическую 
поляризацию поперечных волн, возникающую при внешнем воздейст-
вии [14—17], и особенности, связанные с потоком энергии таких волн 
[18]. Для изотропного тела, к которому приложена статическая на-
грузка, эллиптическая поляризация позволяет измерить все нелиней-
ные упругие модули [17], в более сложных случаях она дает возмож-
ность определить полезные связи между нелинейными коэффициента-
ми [16]. 

Эллиптическая поляризация возникает в кристаллах с акустичес-
кой осью, вдоль которой возможно распространение поперечной волны 
с любой поляризацией, перпендикулярной акустической оси. Если с 
помощью особых условий снять вырождение для акустической оси, то 
компоненты произвольно ориентированной волны будут иметь несколь-
ко отличные скорости. Для очень малых изменений скорости можно 
считать, что компоненты распространяются с одинаковыми скоростями, 
но с разностью фаз, зависящей от разности скоростей [14]. Это при-
водит к эллиптической поляризации волны и модуляции серии ультра-
звуковых импульсов. В случае разориентации разность скоростей 
появляется за счет отклонения направления распространения от акус-
тической оси. При внешних воздействиях статическое поле изменяет 
симметрию кристалла, что приводит к разности скоростей, определяв-
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мой нелинейными свойствами материала. Рассмотрим более подробно 
последний случай и для некоторых классов кристаллов найдем выра-
жения с помощью нелинейных коэффициентов разностей скоростей 
акустических волн, отвечающих за эллиптическую поляризацию. 

Воспользуемся методикой разложения термодинамического потен-
циала, применяемой к решению нелинейных задач [19]. За независи-
мые переменные примем деформацию и электрическое поле и запишем 
разложение электрической энтальпии [20] с коэффициентами, оценен-
ными дри постоянной энтропии 5 вблизи состояния, в котором дефор-
мации и электрические поля равны нулю: 

Я2 (и//, Ет, S) — h2 (0, 0, S) = ^-Cl}k^uijukl — emklEmvkl-~ 

~ — етпЕтЕп 4- — Cijklpq UijUklUpq ~ — hnijkl Em
UHUkl — 

f mnkiE niEntiki — rmnpEmEnEp, (1) 

Cijkh Cijhipq — линейные и нелинейные упругие коэффициенты, оценен-
ные при постоянном электрическом поле, гтп, гтпр — диэлектрическая 
проницаемость и электрооптические коэффициенты, оцененные при 
постоянной деформации, е ты, е тцы, fmnhi — соответственно линейные и 
нелинейные пьезоэлектрические и электрострикциояные коэффициен-
ты, характеризующие смешанный вклад деформации и электрического 
поля в термодинамический потенциал; и.ц = ~ {uitj + иц + un>i unj)—де-
формация в лагранжевом представлении, ui^—duildaj, a,j — материаль-
ная координата. Термодинамическое напряжение и электрическое 
смещение определяются из выражений 

ак1 = (дНг/дик1)Е, (2) 

Din = -(dHjdEm)a. (3) 

Для того чтобы перейти от термодинамических величин (2) — (3) к 
напряжению оц, входящему в уравнение движения в лагранжевом 
представлении, и электрической индукции входящей в уравнения" 
Максвелла, необходимо сделать преобразования [21]: 

= (4) да/г 

В^-Т-Т*-1?"» (5> I дат 

где Xi — пространственная координата, а и— первый тензор Пиолы—^ 
Кирхгофа, / = р 0 / р —отношение плотностей в материальном и прост-
ранственном описании [21]: 

I ~ 1 + ud.d. (6) 

Уравнение движения в лагранжевом представлении записывается в 
виде [21] 

aai 

Для того чтобы связать механические и электрические величины, к 
уравнению движения следует добавить дополнительные соотношения. 
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Такими соотношенийми могут «служить условия квазистатического при-
ближения: 

, У - r D f . i - 0 , ( 8 ) 

. •';. Ет^-дФ/дат, (9) 

Где Ф — электрический потенциал. Подставляя (2) — (5) в (7 )—(8) , 
можно получить систему уравнений в лаграНжевом представлении во 
втором приближении, определяющую распространение волн в пьезо-
кристаллах: 

Po"t = (Ciikl — Smijkl Ет + C.jklpq Upi(l) Ukji (eml I 'SrrUqpl Up-q -j- f E m , l , 
(10) 

ifiiU + ejklpq Up,q 4- 1ШЕп) UkJq + (Eml + fmlpq Up J + 'rmntEf) Em,l = 0. 
(И) 

Коэффициенты, помеченные звездочками, определяются выражениями 

Cijktpg = Cijkipq + Cijiq8kp -f Cjipqbib 4" Cjkiq8ip, 

emijkl = e,nj filled'emijkh _ 

ejklpq — eiqfikp — ejkl^pq "i" ejklpq> 

fmlpq — fmlpq emfipq> (12) 
где 6ife —символ Кронекера. 

В случае, когда к кристаллу приложено внешнее воздействие, сле-
дует различать естественное недеформированное состояние (координа-
та йг), начальное деформированное состояние, соответствующее 
Переходу от естественного состояния в результате статической дефор-
мации (координата Х г), и состояние в данный момент, которое соот-
ветствует переходу от .начального деформированного состояния в 
результате наложения звукового возмущения (координата х{) [22]. 
Будем считать, что внешнее воздействие однородно [23], причем де-
формации и электрические поля в звуковой волне значительно меньше 
соответствующих величин внешнего воздействия. Тогда связь коорди-
нат выразится соотношениями для механических векторов смещения и 
электрического поля: 

щ = (13) 

Em = Ет -\- Ет, (14) 

где Ui = Xi—a,i — суммарный вектор смещения, Ui = Xi-—Xi — вектор 
смещения, соответствующий переменной звуковой волне, щ — X i — д и -
вектор смещения однородной деформации. Аналогичные связи имеем 
для электрического поля. Подстановка (13), (14) в (10), (11) и учет 
условия Ui<tTUi, Е т < ^ Е т приводят к системе уравнений 

РоЩ — (Cljkl — emiikl Ет + Cijklpq up,q) Ukjl (вmil + emiqpl Up.q +" fmnil En) Em>U 
(15) 

{eiki + eTkipq + finkiEn) ukJi+ (em/ + fmipq up,q 4- rmnl En)Em,i = 0. (16) 
В дальнейшем знак ( ~ ) опускаем, подразумевая под механичес-

кими смещениями и электрическими полями (не обозначенными чер-
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той), переменные величины. Волны предполагаются плоскими; и вы-
ражения для переменных механических смещений и потенциала элек-
трического поля, запишутся в виде 

ЛЫ-кпа„) 

Ф = Ф й е т - к * а п \ ( 1 8 ) 

, <оNn 

где kn = — N п — компонент волновой нормали в естественном со-
стоянии, W —скорость волн в деформированном кристалле, отнесенная 
к естественному состоянию [21]. Подстановка (17), (18) в (15), (16) 
дает возможность выразить переменные электрические величины через 
механические и получить систему уравнений для распространения 
звуковых волн в кристалле с однородным внешним воздействием: 

[(rife + 8^)-p0«726 l f t]« f e o = 0, (19) 
где 

Г;а> = (Cijki — етцы Ет + Cukipq иРуд) NjNi, 
&ik — ^ ей / e , 

ei — (e
aib eaibpq Up,q + / « « £ „ ) ад. ( 2 0 ) 

e*k = (ejkl + eTklpq Up.q A- finMEn) NiNl> 

8 = mn-bfmnpqUp,q+ rmntEt)NmNn. 
Отметим, что, в отличие от [11], где, следуя [10], получены урав-

нения с нелинейными коэффициентами, оцененными относительно де-
формированного состояния, система уравнений (19) содержит вели-
чины, отнесенные к естественному недеформированному состоянию, с 
коэффициентами, оцененными относительно того же состояния. Кроме 
того, учтено различие (5) между термодинамической электрической 
индукцией и электрическим смещением, входящим в уравнения Мак-
свелла [21], что приводит к несимметричности тензора Eih. В (19) 
входят статические деформации и электрические поля. В эксперимен-
тальных исследованиях к образцу прикладываются постоянные меха-
нические или электрические напряжения. В зависимости от этого изме-
няются условия на границе, которые в случае однородных воздействий 
позволяют найти связь между статическими величинами внутри образ-
ца, входящими в (19). Д л я приложенных к кристаллу статических 
напряжений условия на границе имеют вид [23] 

(21) 
oat 

где Т{ — компонент вектора внешних сил. В рассматриваемом прибли-
жении в условиях (21) достаточно ограничиться линейными членами, 
Для свободной поверхности правая часть (21) равна нулю; 

anNl = 0. (2Щ 
Для пьезоэлектрических кристаллов последнее условие, дает следую-
щую связь статйчёских величин: 

йрд - dmpqEm. (23$ 
Пользуясь соотношениями. (19), (20) и граничными условиями 

(21) — (23), для некоторых классов кристаллов и направлений внещ» 
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йих механических или электрических полей было рассчитано относи-
тельное изменение скоростей компонентов поперечной волны, ответст-
венное за эллиптическую поляризацию. З а направление распростране-
ния упругих волн во всех случаях выбиралась ось z. Результаты 
расчетов, проведенных в терминах величин, отнесенных к естественно-
му состоянию, сведены в таблицу. 

Класс 
кристал-

лов 

Направление 
^ внешнего 

поля 

Относительное изменение скорости = | \/v0E 
или ут= 1 Ш \/vtT 

32 El ИЛИ £ 2 1 [ (2C 4 4 +C i 5 5 —С ш ) dn—С444<44+£Ш] 1 /Си 

3 т или Е2 1 [(2С4 4+С1 5 5—-Сш) d22-hCMidi5-j-e145] | /С44 

тЗ 

TL 1 (2C 4 4+Ci 5 5 —С ш ) /2С 4 4 (Сп—C l 2) 1 

тЗ 

Т* 1 (2C 4 4 +Ciee—С ш ) /2С 4 4 (Сп—С12) | 

432 
тЗт 

Тг или Т2 1 (2C4 4+Ci5 5—CI4 4)/2C4 4 (СЦ—Ci2) I 

Пользуясь приведенными в таблице выражениями, можно найти 
разность фаз между двумя компонентами поперечной волны, которая 
определяется выражением 

(24) 
• . . • • . . , Ч 

где L0 — пройденный волновой путь в естественном состоянии; Ф ь Ф2— 
фазы, которые приобретают компоненты поперечной волны за счет дей-
ствия внешнего поля; v0= У^^/Ро- Действительные части поперечных 
компонентов запишутся в виде 

щ ----- %0cos(cof — k°nan Фх), 

' ti2 --- M20 cos (<o* — k°n an -f Ф2)> (25) 

где kn ~(d/v0 . Траекторией частиц будет эллипс, описываемый уравнением 
2 2 

4 + ^ _ 2 о м Д Ф - ^ = 8 1 п « Д Ф , (26) 
"10 ы20 UtfUzo 

и10 - Uq cos tj, щ0 = u0sinn, 

где ц — угол между- осью X и направлением заданной на торце кри-
сталла поляризации поперечной волны. В зависимости от ДФ изме-
няется ориентация и величина осей эллипса. Таким образом, при внеш-
нем воздействии изменяется как скорость волн, так и их поляризация. 
Это приводит к особенностям в явлениях, определяемых поляризацией 
волн, таких как поток энергии [18]. Формулу для компонентов потока 
энергии в кристаллах можно записать в виде 

Рн = - (27) at 
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Определим выражения для напряжения оы в случае, когда крис-
талл находится под действием внешних полей. Для этого воспользуем-
ся соотношениями (2), (4), (13), (14) и учтем, что действительные 
части компонентов смещения и электрического поля в случае распро-
странения звуковых волн в кристаллах, находящихся под действием 
статических полей, запишутся в форме 

uk = uk0 c o s (to t — kl ап 4- ф А ) , 

(28) 

Ет = Ф0 Nmk° cos (со * — kl ап -гФт). 

Введением Ф& учтен тот факт, что под действием постоянного поля 
«фаза компонентов волн может в общем случае изменяться. Напряжение 
•ды будет иметь вид 

akl = J^ (Cijkl + Cijklp,qUpq l,niiki E,n) + 

(emkl + emklpq иР>1~Ь~ fmnkl En) • (ejid + ejidp,quPQ + finid En )NdN m 
i # Z 7" X' 

(eab „+ fabpq
 up>q + rabn En ) NaNb 

X k°N} ul0 cos (ttit — k°nan + Ф;). (29) 
Поскольку в (19) входят величины типа производной от компонентов 
векторов смещения, то векторы смещения, определяемые из (19), бу-
.дут зависеть как от статических деформаций, так и от поворота тела 
как целого [21]. С помощью преобразований можно перейти к векто-
р а м смещения Uq, не зависящим от поворота: 

dCLq 

.Подстановка (27), (29) в (30) с последующим усреднением по време-
ни дает формулу 

~ Cijki ——— Uщ Uiq N j c o s (Ф^ Ф/) . ( 3 1 ) Vt 

Здесь Cfflki, U i0, Фг зависят от статических полей и определяются из 
выражений (19), (20), (29), (30). Формула (31) дает возможность 
вычислить поток энергии эллиптически поляризованных волн при 
внешних воздействиях. Для Ет=0, ир,д = 0 формула применима для 
расчета эллиптически поляризованных волн, возникающих при разо-
риентации, при этом (Фг—Фг) будет определяться отклонением нор-
мали от акустической оси. В любом из указанных случаев разность 
-фаз для эллиптически поляризованных волн независимо от вызываю-
щей ее причины отлична от нуля, что приводит к особенностям потока 
энергии таких волн. Рассмотрим поток энергии волн с эллиптической 
поляризацией для распространения звука в кристалле класса 3 т . При 
этом учтем, что почти во всех случаях вклад статических полей в ос-
новном будет проявляться в разности фаз, которая за счет частоты и 
пройденного расстояния может принимать большое значение. Тогда во 
.всех величинах, входящих в (31), кроме (Фг—Фг), можно ограничить-
с я линейным приближением. Для компонентов Ри получим 
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©2 1С, . ' ) 
P,~CVi sin 2г] cos ДФ, 

= cos 2ц, : \ (32) 
2v0 

(О® Uq 
Р з •=- ,С44 ^ 

;2i>o 

Компоненты Рг и Рг связаны между собой соотношением 
Р\ Р\ 

Ф 1, 

©2 ц2 , 
С14 —cos АФ, (33> 

2v0 

(О2 Мл 

2v0 

Таким образом, вектор потока энергии с фиксированной разностью 
фаз гари изменении г\ описывает конус, в основании которого лежит 
эллипс с осью, зависящей от разности фаз между компонентами попе-
речной волны. В частном случае, когда АФ — + * ) я ( « = 1 , 2 . . . ) , 

эллипс вырождается в прямую линию, для А Ф = я л ; эллипс превра-
щается в круг. При Ет—.О, О АФ будет равно 0, приходим к 
случаю внутренней конической рефракции для идеально ориентирован-
ного кристалла. Для эллиптически поляризованных волн с расстоянием 
изменяется как поляризация в пределах звукового пучка, так и откло-
нение самого пучка. Это обстоятельство необходимо учитывать при 
проведении экспериментов и интерпретации результатов. 

Эффект изменения поляризации поперечных волн, распространяю-
щихся вдоль акустической оси при внешнем воздействии, можно ис-
пользовать в поляризационных устройствах. Подбор величины внеш-
него поля позволяет менять плоскую поляризацию поперечных волн 
на 90° и создавать своего рода акустический затвор. Кроме того, как 
следует из формул (31) — (33), возможно с помощью внешних полей 
управлять отклонением звукового пучка. Величина необходимого для 
этого внешнего воздействия зависит от свойств материала, в частности 
нелинейных коэффициентов. Исследование эллиптической поляризации 
дает Возможность определить комбинацию коэффициентов, ответствен-
ных за этот эффект [16]. Как видно из таблицы, для. пьезоэлектри-
ческих кристаллов знание упругих коэффициентов позволяет найти 
пьезоэлектрические модули ен4 или 6̂ 145. 

К настоящему времени Для одних из самых распространенных 
пьёзокристаллов кварца и ниобата лития нелинейные упругие и пьезо-
электрические коэффициенты измерены [11, 12 и 24, 25], однако точ-
ность определения некоторых из них очень невелика, что связано с 
экспериментальными и теоретическими трудностями. В частности, для 
пьёзокристаллов расчеты усложняются тем, что, как правило, измерен-
ные экспериментально величины определяются комбинацией нелиней-
ных упругих, пьезоэлектрических, электрострикционных и электроопти-
ческих коэффициентов, трудной Для . разделения вклада отдельных 
членов. Эксперименты, по эллиптической поляризации,..в отличие рт 
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изотропных тел, хотя и не дают возможности определить все нелиней-
ные коэффициенты, но позволяют найти их полезные связи, которые, 
как видно из таблицы, являются простыми по сравнению с другими 
•способами определения. Поэтому можно говорить об измерениях эл-
липтической поляризации как об одном из методов определения не-
линейных коэффициентов. Поток энергии волн с эллиптической поляри-
зацией также может служить для этой цели, поскольку, как видно из 
(31), он зависит от той же разности фаз, что и сам эффект изменения 

поляризации. Комплексные исследования поляризации и потока энер-
гии эллиптически поляризованных волн могут дать много полезной 
информации о свойствах кристаллов. 
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