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УДК 539.182 

Г. я . Коренман ОБМЕННЫЙ МАТРИЧНЫЙ ЭЛЕМЕНТ 
С. И. Роговая В ТЕОРИИ АТОМНЫХ СТОЛКНОВЕНИИ 

Разработан метод вычисления борновских матричных элементов обменного типа 
от оператора кулоновского взаимодействия с водородоподобными волновыми функ-
циями. 

В ряде задач теории атомных столкновений, таких как неупругое 
рассеяние электрона, атомная перезарядка иона, захват отрицательно 
заряженного мезона атомом, встречаются обменные матричные элемен-
ты следующего вида: 

мпш= ' f ^ r 2 o ; / m ( r 2 ) e - ^ 1 е ^ л г о ( о (•БЫ) J [| ГХ — ГГ I 

или, в импульсном представлении, 

м » 1 т + + (2) 

Одночастичные волновые функции связанных состояний <pis и Фпьт во 
многих случаях можно считать водородоподобными, но соответствую-
щими, вообще говоря, частицам с разными приведенными массами и 
эффективными зарядами. Пусть %=Z\rri\ и ^ = Z 2 m 2 — соответствую-
щие размерные параметры этих волновых функций, h=e= 1. Величи-
ны к и р в задачах о рассеянии электрона на атоме и об атомном зах-
вате мезона есть импульсы начальной и конечной частиц, а в задаче о 
перезарядке являются их линейными комбинациями (см., например, 
[1], гл. 16, § 10 и гл. 19, § 2). 

Обычная техника разложения по парциальным волнам при вычис-
лении матричного элемента (1) оказывается неудобной, поскольку 
возникающие при этом подынтегральные выражения в типичных слу-
чаях быстро осциллируют, а число парциальных волн, которые нужно 
учитывать, очень велико. 

Для переходов в состояния с малыми значениями п при рассеянии 
электрона на атоме водорода (Я=|х) матричный элемент (1) был 
вычислен аналитически в работе [2] с использованием импульсного 
представления и фейнмановской параметризации подынтегрального 
выражения. Аналогичные матричные элементы для перезарядки в со-
стояния с малыми п сведены к однократному интегралу по параметру 
[ 3 , 4 ] . 

В настоящей работе найдено аналитическое выражение для мат-
ричного элемента (1) при малых п и любых Я, ц, к и р. Для произволь-
ных п выражение (1) сведено к однократному интегралу по парамет-
ру, что позволяет находить его простыми численными методами. 
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Введем вспомогательный интеграл 
1 С 1 J (х, Я, к, р) = drx dr2 ехр [— хг2 — Ягх — фгх + i'kr2] = 

1о Лг J | f x — г2| 

= ' 1. -Г dg __1 ,3< 
2я2 dKdk J q* ' [(k + q)» + x«] [(p + q)2 + X2] ' 

Используя фейнмановскую параметризацию для двух последних сомно-
жителей, можно проинтегрировать по q: 

' * . (4). 
2 dxdk J [a* + P(l —x)] /—Q2x2 + (Q2 + — д: -f 

Здесь a = k2 -j- x2, |3 = p2 -j- Я2, Q = k — p. Интеграл по x вычисляется с 
помощью второй подстановки Эйлера и после ряда преобразований 
сводится к простому виду 

,("'и')=-£г(т,^т)' (5> 

где R=>ap—pk, А=:аЯ+|Зх. Используя найденное выражение для ин-
теграла (3) и учитывая явный вид водородоподобных волновых функ-
ций, нетрудно получить 

ми = - 4 - ( Ь х р J (х, Я, к, р), (6)-

М28 = -^- (Ях) 3 / 2 ( * + * - £ - ) к>Р)> (7> 

М2рт = - Я, к,р). (8> 

Здесь е т — циклические орты (т= 0, ± 1 ) ; параметр х после диффе-
ренцирования следует положить равным [х/п. 

Аналогичные формулы матричных элементов можно получить для 
любых конкретных значений п и / . Однако с ростом п окончательные-
выражения (после дифференцирования по параметрам) становятся 
очень сложными и неудобными в практических расчетах. Более того, 
в задачах, где асимптотический закон с п ~ п - 3 выполняется лишь при 
очень больших п (например в задаче об атомном захвате отрицатель-
ных мезонов), необходимо явно учитывать очень много конечных со-
стояний. При этом для расчетов на ЭВМ нужна универсальная форму-
ла матричного элемента, общая для всех п и I. 

Для получения такой формулы подставим в (2) явный вид волно-
вой функции <pis в импульсном представлении и снова воспользуемся: 
фейнмановской параметризацией, но применим ее к другим сомножи-
телям: 

1 
( - • (9> J [о2 + 2qp х 4- fk]2 Т Ф [(Р + Ч)2 + dp J [q* + 2qp x + $x]2 

0 

Тогда после замены q=s—рх получим 
1 

M n l m = V 2 Я5/2Я-3 J . d * / ( M ) . (10). 
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ds , /(Р,де) = J - + А), (И) 
(s2 + a % 

где cr2 = х (р —р*х), А = к — р*. 

Выражая <pnjm(s-|-A) через волновую функцию в координатном 
представлении, проинтегрируем по s, а затем по направлениям радиус-
вектора: 

/ (р, *) = in V2,п оН Y\m (flA) J er* jt (Л г) Rnl {г) г2 dr. (12) 
о 

Для вычисления остающегося радиального интеграла можно вос-
п о л ь з о в а т ь с я известным методом [5], выразив предварительно (Дг) 
и Rni (г) через вырожденные шпергеометрические функции. После пре-
образования к вещественной форме он сводится к (следующему выра-
жению: 

a A W + 3 / 2 f 2 ( Я + 01 / _ d А , ( . „ 

( 2 / + 1)П V п(п — I — l ) ! j [ ( 1 3 ) 

где . 

* / \ [(у — х 2 ) 2 - f 4и 2 , 7 , 1 , , О , о N fni (V) = — J F(— n - t - / + 1; n + l+ 1; I + 3/2; z), 
[Y + x2 + 2x / у — A2 

(14) 
^ [i Y ~ * 2 ; 1 h . (15) 

L / ( Y — и2)2 + 4х2 Д2 j / ' V ' 

Y =.or2 + A2 = k2 + (P - 2kp)x. (16) 

Подставляя (12), (13) в (10) и используя формулы (5), (17), 
«(35) из [6] для разложения Jim(к—рд:), получим: 

Kim = ilCnl £ (~l)L(LMLM\ltn)Y*mmx 
MM, L+L—l 

X У1м(а р )С$(к , р), (17) 
тде 

_ 16 (2 ы у 

' n l _ я (2/ + 1)! 
с„-, = 

_ Г Я»х»(п + /)И 11/2. 
, [ 1)1. J ' ^ ' 

# Ч К . Р) = / 1 Ж Ц ^ M Y ^ L . ( 1 9 ) ^ V V f t / К ( 2 L + 1 ) ! ( 2 L + 1 ) ! .) d Y
2 

0 

Таким образом, вычисление обменных матричных элементов типа 
<1) при произвольных значениях квантовых чисел сводится к одно-
кратным интегралам по параметру. Можно показать, что подынтег-
ральная функция в (19) является в типичных случаях достаточно 
гладкой, что позволяет использовать в расчетах сравнительно простые 
численные методы, в отличие от вычислений с разложением по пар-
циальным волнам. Применение пол ученных соотношений для обменного 
матричного элемента к процессу образования мезоатомов и соответст-

вующие количественные результаты будут изложены отдельно. 
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