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Ю. В. Баркин ПЕРИОДИЧЕСКИЕ Д В И Ж Е Н И Я 
ОСЕСИММЕТРИЧЕСКОГО СПУТНИКА 
ОТНОСИТЕЛЬНО ЦЕНТРА МАСС 
НА ЭВОЛЮЦИОНИРУЮЩЕЙ КРУГОВОЙ 
ОРБИТЕ (II) 

Исследуется существование периодических решений в задаче о движении осе-
еимметрического спутника относительно собственного центра масс на эволюционирую-
щей круговой орбите. Движение спутника описывается каноническими оскулирующими 
элементами Андуайе, отнесенными к подвижной плоскости орбиты. Получены анали-
тические условия существования периодических решений Пуанкаре, порождающие 
решения которых интерпретируются как обобщенные законы Кассини для тел, обла-
дающих осью динамической симметрии. Проведено качественное и численное исследо-
вание порождающих решений. 

В 1693 г. Кассини описал вращательное движение Луны тремя 
законами [ I ] : 

1. Луна вращается с запада на восток с постоянной угловой ско-
ростью вокруг полярной оси, остающейся неподвижной в теле Луны, 
причем период вращения Луны относительно центра масс совпадает 
с периодом ее орбитального движения; 

2. Плоскость экватора фигуры Луны наклонена на постоянный угол 
к плоскости эклиптики; 

3. Узлы орбиты Луны и экватора ее фигуры на эклиптике совпа-
дают, причем долгота нисходящего узла экватора равна долготе восхо-
дящего узла орбиты. 

Законы Кассини впервые получили математическое обоснование в 
работах Лагранжа [2], а также в современных исследованиях резо-
нансных вращательных движений небесных тел [3—6], в которых полу-
чили развитие и обобщение некоторые положения Кассини. 

В связи с открытием резонанса во вращательном движении Мерку-
рия и резонансов, подобных лунным, в движении некоторых спутников 
Юпитера, Сатурна и Марса особое значение приобретают исследования 
периодических движений небесных тел относительно центра масс. При 
этом, как показывают работы [3—6], следует учитывать основные 
эффекты в изменении орбиты центра инерции тела. 

Естественно предположить, что законы Кассини могут быть обоб-
щены на случай движения других небесных тел, вращение которых 
происходит в условиях резонанса, подобного лунному. 

В настоящей работе рассматриваются периодические движения 
относительно центра масс спутника, обладающего осью динамической, 
симметрии. Этот случай представляет самостоятельный интерес для 
исследования резонансных вращательных движений небесных тел, ди-
намическое строение которых близко к осесимметрическому, а также 
для исследования резонансных вращений ИСЗ. 

В работе получены аналитические условия существования перио-
дических решений Пуанкаре в задаче о вращательном движении осе^ 
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симметрического спутника относительно центра масс на круговой эво-
люционирующей орбите. Движение спутника описывается уравнениями: 
в канонических оскулирующих элементах Андуайе, отнесенных к орби-
тальной плоскости. Проводится качественный и численный анализ, 
порождающих решений Пуанкаре, которые интерпретируются как обоб-
щенные законы Кассини для осесимметричных тел. 

§ 1. Постановка задачи. Уравнения движения 

Рассмотрим движение осесимметрического твердого спутника отно-
сительно центра масс под действием гравитационных моментов цен-
трального тела О, относительно которого центр инерции 5 спутника 
описывает прецессирующую в пространстве круговую орбиту. 

Пусть Oxyz— неподвижная система координат с началом в цен-
тральном теле О и с осями, сохраняющими постоянную ориентацию в-
пространстве; Sxyz — система декартовых координат с началом вцентре-
масс спутника 5, оси которой параллельны соответствующим осям си-
стемы координат Oxyz; — подвижная система координат, оси кото-
рой направлены по главным центральным осям инерции спутника. 

Предположим, что центр масс спутника описывает круговую орби-
ту, плоскость которой прецессирует с постоянной угловой скоростью' 

относительно оси Oz. При этом нормаль к плоскости орбиты обра-
зует постоянный угол i с осью Oz. 

Поступательное движение спутника опишем координатами центра: 
масс х, у, z, которые в рассматриваемом случае являются известными 
функциями времени: 

х = R (cos М cos Q — sin М sin й cos i), 

у = i? (cos Af sin Й + sin Af cos cos j), (1)< 

z = -RsinMsin/, 

где R — радиус орбиты, M — n-t — средняя аномалия, отсчитываемая 
от линии узлов до радиус-вектора центра масс спутника, п — среднее 
орбитальное движение, £2 = ka t — возмущенная долгота восходящего 
узла, —угловая скорость прецессии плоскости орбиты, i — постоян-
ный угол наклона орбитальной плоскости к основной плоскости Оху. 

Вращательное движение спутника опишем каноническими оскули-
рующими элементами Андуайе [7] (рис. 1) 

L, G, Н, U g, К (2> 
где G — величина вектора G кинетического момента вращательного' 
движения спутника, L — значение проекции вектора G на ось динами-
ческой симметрии спутника Я — значение проекции вектора G на 
ось Oz, I — угол собственного вращения спутника, отсчитываемый o r 
промежуточной плоскости Р, нормальной к вектору G, g — долгота вос-
ходящего узла экваториальной плоскости спутника на промежуточ-
ной плоскости, h — долгота восходящего узла промежуточной плоскости 
на основной плоскости Оху. Введем также в рассмотрение величины 
в и р по формулам 

A L г, Н 
COS 0 = , COS р 

G G 

Следовательно, 0 — наклонность экватора спутника к промежуточной 
плоскости, р — наклонность плоскости Р к основной плоскости Оху. 
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Обозначим через т массу центрального тела, а через А = В Ф С — 
главные центральные моменты инерции спутника. 

Выберем за невозмущенное движение свободное вращательное дви-
жение спутника относительно центра масс и опишем его движение под 
действием гравитационных моментов центрального тела уравнениями в 
элементах Андуайе (2). Будем иметь [7] 

еде 

dL dF dl dF 

dt dl ~dT ~дГ 

dG dF dg dF 
di dg ' dt dG 1 

dH dF dh _ OF 
dt dh ' dt dH 

F = G2 
2 А 2 АС 

L* + U, 

(3) 

(4) 

Плоскость 
орбиты 

Плоскость 
спутника Ski 

плоскость I >и 
Sag 

'Промежуточная 
плоскость 

Рис. 1. Элементы Андуайе, отнесен-
ные к основной плоскости 

Плоскость 
00 

]Пжтть спутника 

Основная 
плоскость Sit/f 

"Промежуточная 
плоскость 

Рис. 2. Элементы Андуайе, отнесен-
ные к движущейся плоскости орби-

ты 

"Ю — силовая функция ньютоновского взаимодействия спутника с цен-
тральным телом. В дальнейшем в работе будет использоваться прибли-
женное значение функции U, определяемое формулой 

тде 
U = Ay*, 

k=±-tH(A-C) 
2 R* ' 

постоянный динамический параметр, f — гравитационная постоянная, 

згосинус угла, измеряемого между радиус-вектором центра масс спут-
ника и его осью динамической симметрии ац — направляющие ко-

синусы оси симметрии спутника в осях Sxyz, представляются функция-
ми элементов (2) с помощью формул: 

А* 
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а1з — (ws g sin 0 cos p + sin p cos 0) sin h + cos h sin g sin 6, 

a 2 S = — ( c o s g Sin 0 cos p + sin p cos 0) cos/1 + s i n ft s i n g sin 0, (6> 

a s 3 = — sin p sin 0 cos g -f cos 0 cos p. 
Так как координаты x, у, z посредством M и О зависят известным обра-
зом от времени (1), то силовая функция (5) с помощью формул невоз-
мущенного движения (6) представляется явной функцией элементов-
Андуайе и времени t. 

Исследование задачи непосредственно в переменных (2) связано 
с большим количеством выкладок. Чтобы устранить этот недостаток, 
введем новые канонические элементы Андуайе 

L ' , G', Я ' , V, g', h\ (7> 

но отнесенные к движущейся плоскости орбиты (рис. 2). 
Обобщая результаты работы [8], преобразуем уравнения враща-

тельного движения (3) к переменным (7). Будем иметь 

dL' dF' dl' dF' 

dt dt ' dt dL' 

dG' dF' dg' _ dF' 
dt dg' ' dt dG' 

dH' dF' dh' dF' 
dt dh' ' dt dH' 

(8> 

где 
F' =F +kQ [ # ' cos i — Vg,% — Я ' 2 sin i cos h'\. (9> 

В правых частях уравнений (8) F должна быть представлена функцией 
элементов (7). Опуская для краткости изложения формулы канони-
ческого преобразования от элементов (2) к переменным (7), запишем 
окончательное выражение функции F: 

с/г А —с 2 

/ = - 1 г — й Г ц + * * • . < " » 
где 

Y = sin a (cos g' sin 0' cos p' + sin p' cos 0') + cos a sin 0' sin g', (11). 

a = К — M, L' = G' cos 0', H' = G' cos p ' . 
Теперь для силовой функции задачи нетрудно получить следующее 

тригонометрическое представление: 

U = k 2 укик% (0', р') cos {kxg' + ha), (12) 

где суммирование производится по индексам k = 0 , 1, 2; k 2 =0 , ± 2 , а 
коэффициенты Укик, определяются формулами: 

Yo.o = ~ sin2 0' -}- sin2 0 ' j sin2 р ' , 

у,Л = — s in2p ' s in20 ' , 
4 

- Л - - " у2.0 = ——Sin 2 0'Sttl2 Р', (13) 
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Y0.2 = — - j (1 — sin2 0 ' j sin2p', 

Y2.±2 = ~ sin2 0' (1 i cos p')2, 
8 

: Y i i = T j S i i i 2 0 ' s i n p ' ( l ± c o s p ' ) . 

Сделаем еще одно каноническое преобразование: Я " = Я' , h" — а. 
Используя первый интеграл Z / = L 0 , который допускают уравнения (.8), 
понизим порядок уравнений движения на две единицы. 

В результате будем иметь 

dG' dF' dg' dF' 
dt dg' ' dt dG' 

dH' dF' dh' dF' 

dt dh' ' dt dH" 

(14) 

где 

F' • = + пН" + kQ [Я" cos i — Vg'2 — Я"2 sin i cos (h" + M)] + ky\ (15) 

Y2 = SY*tA ( • c o s (klg' + k2h"). 

После интегрирования уравнений (14) переменные L', V определяются 
простыми формулами 

t 
L'=L0, l ' - l 0 = - ^jL-dt+-Aj^-L0(t-t0), (16) 

и 
где L0, l0 — значения соответствующих переменных на момент времени 
t = t0. 

Предположим, что тело мало отличается от сферического и орбита 
медленно меняет свое положение в пространстве. Тогда характеристи-
ческая функция задачи представляется в виде, необходимом для приме-
нения метода малого параметра Пуанкаре [9]: 

F ' ^ F 0 + v F t , (17) 

где 

F0 = --^-+nH", (18) 

vFt = kQ [Я" cos i — Vg'2 — H"2 sin i cos (h" + M)] + ky\ (19) 

В качестве параметра v можно выбрать величину 

v = шах 
kQ \ А — СI 
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§ 2. Порождающие периодические решения 
Пуанкаре как обобщенные законы Кассини 

Д л я исследования существования периодических решений уравне-
ний (14) воспользуемся методом малого параметра Пуанкаре для га-
мильтоновых систем [9]. 

При v = 0 получаем общее решение уравнений (14): 

G' — G0, Н" — Н0г (20) 

g'=nf4 + g0, h° = -nt-{-h0, 
где G0, Но, go, h0 — произвольные постоянные интегрирования, 

пФ) = — угловая скорость вращательного движения спутника отно-
/х 

сительно вектора G, п — среднее орбитальное движение. Решение (20), 
соответствующее невозмущенному движению спутника относительно 
подвижной плоскости орбиты, является периодическим, как_только угло-
вые скорости М0) и п соизмеримы, т. е. kn — kхМ0*, где k, k\—целые 
числа (показатели соизмеримости). Примем это решение за порождаю-

гт, 2 nk 2я&г щее периодическое решение периода Т0 = — = . 

Согласно теории периодических решений Пуанкаре [9] уравнения 
(14) допускают периодические решения периода Т0 при малых значе-
ниях параметра v, если соответствующие порождающие решения удов-
летворяют следующей группе аналитических условий: 

d2Fo (21) 
dOl 

Ш . = И £ й - = а 0 , (22) 
dgo dho 

d[Fi 1 
ая0 

пт) 

= о, (23) 

Ф 0, (24) 

где 
* о 

[Ft] = f Ft (G0, Я0> g0 + rt?t, К - nt, nt) dt. (25) 
la .1 0 

Условие (21) выполняется для любого порождающего решения, так 
как 

д*Р0 

dGl Л 

Прежде чем записать в явной форме условия существования (22) — 
(25), вычислим усредненное значение [ f i ] . Будем иметь 

Vol — #0 sin i cos h0] -f-

+ K{YO.O (6', P') + YI.±2 ( 6 \ p') cos (g0 ± 2h0)} (26) 
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в случае соизмеримости k:k\=2: ± 1 и 

v [ Л ] = [Н0 cos i — VgI — Hi sin i cos h0] + 

+ k{YO.O ( 6 ' , P ' ) + Y2.+2 ( 6 ' , P ' ) c o s 2 (g0 ± Ao)} . ( 2 7 ) 

в случае соизмеримости k:ki = l:±\. Коэффициенты YO.O> Y1.+2. Y2.±2 
определяются формулами (13), в которых нужно положить 

п/ L0 , Н* cos 0 = , cos р = —• 

_ _ Практический интерес составляет рассмотрение соизмеримости 
k \ k \ — \ 'Л, которая соответствует реальному движению Луны и неко-
торых спутников Марса, Юпитера и Сатурна. Поэтому последующие 
рассуждения мы проведем для этого случая. 

Подставляя выражение (27) в условия существования (22), запи-
шем их в явной форме: 

ka s i n i V g \ — Hi s i n h0 + 2ky2.2 ( 6 ' , p ' ) s i n 2 (g0 + / i 0 ) = 0 , 

Y2.2(e , ,p , )s in2(^ 0 +/ i 0 ) = 0. (28) 

Уравнения (28) имеют решение 
я 3 К = 0, я ; gQ = 0, я , — я , (29) 

которое означает, что восходящий узел орбиты на основной плоскости 
совпадает с восходящим или с нисходящим узлом промежуточной 
плоскости Р и что в момент прохождения спутником узла орбиты про-
екция его оси динамической симметрии ,на плоскость орбиты образует 
углы 0, я/2, я, 3 /гя с линией узлов. Перечисленные факты обобщают 
соответствующие положения третьего закона Кассини. 

Условие (23) удобнее записать относительно переменной р'. Будем 
иметь 

( 3 0 ) 

sin р' dp' 
Введем в рассмотрение динамическую характеристику спутника 

§ = J L А ~ с п 

2 A kQ ' 

Тогда уравнение (30) нетрудно преобразовать к следующему виду: 

б = = 4 sin (р' + Qii) /31ч 

(2 — 3 sin20') sin 2р' + аа sin2 9' (1 + cos р') sin р' ' ' 

где 

<тх = cos h0 = ± 1, а2 = cos 2 (g0 + h0) = ± 1. 
Таким образом, уравнение (31) дает зависимость между порож-

дающими значениями двух переменных в ' и р' и двух параметров за-
дачи б и i при порождающих значениях угловых элементов (29), соот-
ветствующих значениям 0 i = ± 1, о 2 = ± 1. 

Решения (29) и (31) описывают периодические движения более 
общего характера, чем движения по Кассини. Однако это справедливо 
лишь для тел, обладающих осью динамической симметрии. 
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Мы удовлетворим третьему закону Кассини,. если положим 6 ' = я / 2 . 
При этом уравнение (31) запишется в более коротком виде: 

4 sin (р' -j- Oi0 б = 
• sin 2р' + о2 (1 + cos р') sin р' 

(32) 

Последнее равенство соответствует второму закону Кассини. На рис. 3, 
рис. 4 приведены графические зависимости 6 (р) для значений наклон-
ности орбиты i= l ° ,8 ; 5°; 8°. 

-7 

-5 

/ 

UL dHZjD 

/ 
/ 

/ / v 

I 
/ / / / / 
I / / 
i l l 

Рис. 3. Порождающие значения б, р 
(пунктир при (Ti== 1 и <72=—1, сплош-

ная при oj=—1 и ст2=—1) 

Рис. 4. Порождающие значения 
б, р (пуНКТИр При <Ti = l И 02=1, 

сплошная при Oi = l и 02=1) 

После несложных преобразований условие существования (24) 
можно записать в следующем виде: 

d2Y2.2 [ д2уо.о 
¥ 

б cos (р' + стхо| ф 0. (33) 

Таким образом, условие (33) выполняется для всех порождающих 
решений, определяемых формулами (29), (31), за исключением точки 
р' = я. 

Мы показали, что в задаче о вращательном движении осесиммет-
ричного спутника на эволюционирующей круговой орбите существует 
четырехпараметрическое семейство периодических решений Пуанкаре. 
В порождающем решении произвольно выбираются: G0 — величина век-
тора кинетического момента вращательного движения спутника, б' — 
наклонность плоскости спутника S£r] К промежуточной плоскости, рг — 
наклонность промежуточной плоскости и наклонность плоскости орби-
ты i. 

Порождающие решения определяются формулами (29), (31), кото-
рые интерпретируются в работе как обобщенные законы Кассини для 
осесимметричНых тел. Эти формулы позволяют в случае синхронных 
вращательных движений небесных тел по известным орбитальным 
характеристикам ka , i и динамическому сжатию спутника А—С/А 
определить положение оси вращения спутника в орбитальной системе 
координат. 
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Суммируя вышеизложенные результаты, мы можем сформулиро-
вать окончательный вывод: обобщенные движения, по Кассини, соот-
ветствуют порождающим периодическим решениям Пуанкаре, и, следо-
вательно, реальное движение тел более точно описывается периодиче-
скими решениями Пуанкаре, существование которых доказано в работе. 
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