
38 BECITH. МОСК. УН-ТА. .CEP. ФИЗИКА, АСТРОНОМИЯ, Т. 19, № 3—1978 

УДК 535.33:539.184.268 

Н. Н. Колесников 
|А. Б. Скворцов | 

ТОЧНЫЙ РАСЧЕТ ЭФФЕКТА ОБЪЕМА 
ЯДРА В АТОМНЫХ СПЕКТРАХ 

Дается аналитическое и численное решение задачи учета эффекта объема ядра 
на положение электронных уровней в атоме. 

Хотя проблема учета эффекта объема ядра в атомных (а также в 
мезоатомных) спектрах не нова, она вновь приобрела актуальность & 
связи с исследованием ядер в экстремальных условиях (сверхплотные 
состояния ядер [1] сверхтяжелые элементы [2]) , так как измерение 
характеристического атомного излучения позволяет не только произ-
вести их идентификацию, но и получить информацию об их структуре, 
в частности об их размерах. С другой стороны, изучение сверхтяжелых 
атомов, где объемный эффект играет решающую роль [3] (а также 
квазиатомов и квазимолекул [4]) , связано с фундаментальными вопро-
сами квантовой электродинамики. 

Элементарная нерелятивистская теория объемного эффекта была 
дана Бартлеттом [5] и обобщена на релятивистский случай Рака [6], 
а также Брейтом и Розенталь [7]. Брох [8] существенно улучшил 
расчеты, предложив метод сшивания внутреннего и внешнего решений 
уравнения Дирака, не требующий использования теории возмущений. 
Бодмер [9] показал, что результаты работ [7, 8] можно обобщить на 
случай произвольного сферически-симметричного распределения заряда 
в ядре, если перейти от уравнения Дирака к эквивалентному ему инте-
гральному уравнению Роуза [10]. Дальнейшее развитие метод Броха — 
Бодмера получил в) работах [11—17]. При этом внешние решения 
уравнения Дирака 
где пренебрегается 
рона. Попытка осв 
щественным ошибк 

брались в форме Зоммерфельда — Броха [18, 19] 
различием в энергии свободного и связанного элект-

юбодиться от этого недостатка (приводящего к су-
сам в рентгеновских спектрах тяжелых элементов) 

была сделана в [20]. Однако в [20] предполагалась независимость (от 
размеров ядра) нормировочной константы, входящей во внешнее ре-
шение уравнения Дирака, что оправдывается тем хуже, чем больше 
заряд. Наиболее точное аналитическое решение задачи было дано в 
[21]. Однако во всех аналитических расчетах делается упрощающее 
предположение о малости размеров ядра по сравнению с радиусом ор-
биты электрона. Чтобы судить о точности аналитических методов и о 
границах их применимости, а также и для практических целей необ-
ходимо иметь точное решение. Нахождение точных численных решений, 
сравнение их с аналитическими решениями и исследование влияния 
характера распределения заряда в ядре было целью данной работы. 

Отметим, что параллельно главной линии, развитие теории изото-
пических смещений шло также в направлении учета деформаций ядра 
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[21], [22—27], сжимаемости ядерного вещества [17, 18, 28], поляри-
зуемости ядер [29, 30], собственной структуры нуклонов [31], вакуум-
ных и других поправок [32, 33]. Для сравнения теории изотопических 
смещений с экспериментом важно кроме того, учесть такие атомные 
эффекты, как экранировку ядра и ее изменение при атомных перехо-
дах [34]. 

Решение уравнения Дирака для внешней области. Предположим, 
-следуя Слэтеру [35], что взаимодействие рассматриваемого (оптиче-
ского или рентгеновского) электрона с другими атомными электронами 
не влияет на поведение его волновой функции, а меняет лишь числен-
ное значение нормировочной константы. Тогда многоэлектронная за-
дача сводится к одноэлектронной. Допустим, что плотность распреде-
ления заряда в ядре Zep(г) {jp{r)dzr=\) сферически-симметрична и 
обрывается (или же практически неотличима от нуля) на расстояниях 
r>R0. 

Тогда при r>Ro поле ядра V(r) становится чисто кулоновским 
1у(г)= а система радиальных уравнений Дирака [36] 
\ г ) 

d%i 
dr 

d%2 
dr 

X ! 
— Xi + 

mo9 ( 1 _ 8 + y ( r ) ) x 2 

m0c 
( l + . e - t » ( r ) ) x i Ъ 

(1) 

где 

щс 

а и = I } 

V (r) = V(r) Ze2 

— ) Для / = / ± 

щдй-г 
J_ 

2 ' 

после введения безразмерной переменной g = 2r ]/1 — e2 mf 
n 

также функций ф! и фг, связанных с %i и хг соотношениями 

Хг V W + 8 ) = Фх - Фа и X a K l ( l — 8 ) = Ф ! + Ф 8 . 

О ) преобразуется к системе уравнений: 

t d фг / I 1 
dl 

V — Фх 

(N — х) фх + 

(N + и ) ф2 

1 
Фг 

(2) 

dl " ' \ 2 \ ' 2 

где N = aZ(l —е 2 ) - 1 / 2 , v = е N , ^а = —^—j . Если из системы (2) исклю-

чить <р2, то получится уравнение второго порядка 

1 1 „ ч 
d* Ф1 
dl* + 1 

п + Y 
4 + Фх = 0, (3) 

решением которого конечным на бесконечности является функция 
Уиттекера [37]: 

<Pi CXW i 
Л'+V 

<4» 



40 

При написании 

Y = ] / х 2 
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(3) были использованы обозначения 

I+ V2 — N2 = Ух2 —a2 Z2 , V = п' + Y-

При этом, очевидно, 

N = V-к2 +п'{п' + 2у) = Vn2 — 2 п ' ( | х | — у) , 

где п = п' + | х | , а 

Е = 

ядра) лишь во внеш 
Аналогично, ись 

„ « / . , a 2 z 2 1/2 
(5) 

Отметим, что формула (5) справедлива независимо от того, является 
ли поле ядра кулоновским всюду или же (за счет конечности размеров 

шей области. 
:лючая из (2) ф1, находим 

Константы Ci и 
qpi и фг связаны ур 
уравнений системы 

Отсюда, используя (4) и (6), получаем 

Xi 

ъ 

ф 2 = С 2 Г i (£). 
л'-НН ,Y 

2 
(6) 

С2 в (4) и (6) не являются независимыми, так как 
авнениями (2). Подставляя £ во второе из 
(2), получаем 1: 

Сф' (п' + 2у) = (N-%)C1. 

1 -г—'В 
1 + 8 

где D = C a ( l + e ) 

D-1 2 {п'(п' +2y)-W , 1 (|)=F 
л V ,У 
+ 2 

=F (g), 
» -НЧ .V 

2 

2 (JV— и ) - 1 , а | можно записать как g = 

(7) 

2Zr 
Nan 

Учитывая связь между функциями Уиттекера и вырожденными 
ми функциями2, решение уравнения Дирака для гипер геометрически 

внешней области м<Ьжно еще переписать в виде 

1 При этом мы учитываем, что [37] 

<т, 
dl 

2 

г - ( L - i ) r ^ (I) - ( m 2 - - т ) 2 ) © • 

£ 2 m | г (— 2т) Г - 1 - m & j X 

. г (2m) 

f - 1 X f — - + m — fc; 2m + l ; £ + 
\ ^ I 

• Г - 1 f - ^ - 4 - m —fej f —m — k] —2m + l; g j J . 
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Xi 

1л 1 + е 

— В-е j [ r i ' F { - n ' + 1; 2 Y + 1 ; I) ± 

' V • > W J • Ь Г ( — 2У) - Г ( — Л ) 
X 

X [ (п ' 4- 2у) F ( — n ' — 2у + 1; — 2у + 1; ± 

±(N-K)F{-n'-2r, - 2 Y + 1; £)]}, (8) 

В = D-Г (— 2у) • Г - 1 (— п' — 2у). 

Формула (8) при целочисленных значениях квантового числа п' 
в точности переходит в известные решения уравнения Дирака для слу-
чая точечного ядра [36]. Для нахождения смещения энергии уровня за 
счет конечности размеров ядра используется условие непрерывности 

на границе ядра. Для точного решения задачи приходится пу-
%ъ 

тем численного интегрирования находить решение уравнения Дирака 
для внутренней области. Для приближенного нахождения внутреннего 
решения можно использовать аналитические методы. 

Однако, чтобы уравнение сшивания можно было разрешить от-
носительно Дп' (или А Е ) , нужно внешнее решение (8) разложить по 
степеням An'. Кроме того, .чтобы избежать применения таблиц (или 
ЭВМ) для вычисления специальных функций (Wk,m(Е) или F ( a , р, £)), 
желательно иметь более простые асимптотические выражения для тех 

при которых производить сшивание. Эта задача была решена в [21]. 
Приближенное аналитическое решение. С целью получения доста-

точно простых аналитических выражений для %i и %г при малых £ за-
пишем функцию Уиттекера Wh,m(I) в виде контурного интеграла [37]: 

+ ) -
2я i f < -

—k 1-m 
t) 2 X 

X 1 + 4 -
k—• • + m 

•e-tdt, (9) 

где контур С, выходя из t = —oo, обходит начало координат так, 
что точка t=—| остается вне его, a arg имеет главное, значение? 
Тогда, как показано в [21], формулу (9) можно представить в виде 
суммы 

Wk,m (1) = е 2 • t {г - 1 ( - к л- ± - « ) j 
—k 1-т 

t 2 e-tdt X 

X 

k J- +'m 
t \ 2 4 

i + — V - 1 
k — -y + mj...(k + -i m—p 

1 + 

p 

2 
<7=1 

k — 

IP 

m2- [k-q + — 

+ 

<7! 

2 ВМУ, № 3, физика, астрономия 
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где р — целое чис/о, заключенное в пределах 
1 3 p'~k m > р > & т. 
2 2 

Если £<Cl, в первой квадратной скобке существен лишь пер-
вый член, а во вто юй — последний. Поэтому 

^ r - t ( - l ) ' 
г < - р ' ) 

т-f Ь Д п 
Г ( 2 т + р ' + 1).Г(р' + 1 К 2 

Г ( р + 1)-Г(2т +А/г + 1).Г(1 -рДп) 

( 9 ) 

где А « = р г — р. При & = л' -f Y ± — и m = Y> Ал = n' = л0, где целое 

число п0 соответствует точечному ядру. Если Ай«С К то с точностью до 
членов порядка О (An2) [21]. 

« V v - ^ v ® 
2 

Вместо нахож 
ней области, где 
заряда Ze с плотн 

У(г) = 

W ' , ( | ) {1 — А /г• ^ g ^ f r ) . ^ (Ю) 

И М 1 ( i ) - ( " o - + = - , (£). (11) «о+v ,y "0+VH .v 
2 2 

дения решения уравнения Дирака (1) для внутрен-
в случае сферически-симметричного распределения 
остъю Zep(v) 

Г 00 
4л-Ze* р (г,) r\drx + j р (гi) rx dr,}, (12) 

удобно искать ре]пение эквивалентного ему интегрального уравнения 
Роуза [10]: 

^ =F е ± + ( - 1 ^ 8 ± v(лх)) X 
о 

х ( / с* ( % ) m P < 4 , 

где К * = отн(|)сится к случаю к < 0, а 
%2 

Ха 

В (13) Я = | х | и (W> = j p ( r ) r 2 M 3 r 

2Zr к х > 0 ; г] = 
Xi «о 

Уравнение (12) решается методом интеграций, и, как было показа-
но в [9] и [21] на примере простейших распределений заряда, уже 
первая итерация 

Kr(R0) = 

аппроксимирует К 

( 1 т е ) 
(1 + 2Я,) ' аа0 

Ro aZ 
2К 1 — 1 ( г 2 ^ 

(2Х + 1) Rff< (13) 

(R0) с ошибкой порядка нескольких % (для Z < 100). 
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Приравнивая (при r=Ro) отношение или вычисленное в 
Уя \ Xi / 

соответствии с формулой (11), величине К + (или — в зависимости 
от знака к) , получаем окончательно 

Г («q + + 1) / 2Zr \2v Г, ' , . , д ; ч 

Г (2Y + 1) г (2У) - Г (ПО + \) \ J I 

- ( щ - k ^ N , ) (Я в )} { ( ^ + 2 Y + ^ ± i V 0 ) -

-{щ + 2у-Х + Ы0) ( ^ - у ^ ^ ^ в ) } " " 1 . (И) 

где ^(Ro) выражается формулой (13), а 

I ("o + W 

верхний знак соответствует состояниям с / — I - ] — н и ж н и й — с 

]'.= I ^ - .Для нахождения АЕ следует учесть, что (согласно (5) ) 

А Е = 3 a a Z 2 ' £ ° ' A n (15) 
2 (п'о + Y) [a3 Z2 + ("о + V)2] 

Недостатком аналитического метода является, вогпервых, зависи-
мость результатов от радиуса сшивания, в связи с чем в случае необ-
рывающихся плотностей возникает проблема выбора R0. Во-вторых, 
сложность вычисления поправочных членов для внутреннего и особен-
но для внешнего решений делает трудной оценку точности метода, в 
особенности при приближении aZ к единице. Отсюда необходимость 
проведения численных расчетов. 

Численное решение. При численном решении задачи уравнение 
Дирака (1) для внутренней области интегрировалось численно и затем 
сшивалось (при r = R o ) с аналитическим решением для внешней облас-
ти в форме (8), причем программа включала вычисление входящих в 
(8) гипергеометрических и'Г-функций. Были рассмотрены: а) поверх-
ностное, б) равномерно объемное и в) хофстадтеровское распределение 
заряда. Особенно подробно был исследован случай а) , для которого 
расчеты проводились для Z = 5 , 25, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 110, 120, 125, 
130 и 135 при R0 от 5 до 10 Ф с шагом 1 Ф — для всех п0 от 1 до 10 
и Х = — 1 ( n s - с о с т о я н и я ) , И = + 1 (ЯР1/2-СОСТОЯНИЯ) И Х = — 2 (пр3/2 -со-
стояния) ; An находилось путем сшивания внешнего решения (8) с внут-
ренним, последнее в данном случае выражается через элементарные 
функции: 

X l м = В, у Т л | ^ f - ) , 

где b = е -

2 

Ze2 

Ro-moc* 

3s 
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состояний. Они име 

An 

где для ns-состоянии (к = — 1): 

Программа включала вычисление гипергеометрических функций 
(в (8)) и бесселев)ых функций (в (16)), а также нахождение Дп из по-

я. На основании таблиц значений Art были получены 
формулы, позволяющие вычислить An с точностью 

до 0,5% для ns и п/?1/2-состояний и нескольких процентов — для прз/2-
~ ют общую структуру 

(Z, Д 0 ,п ) = /1 q(Z, Ro) a(Z, R0), (17) 

HZ, 

a{Z, R0) = 

6 = 
( Y -

0,084 —9,507x 
5,9005 — 26,5443 (aZ) + 49,9803 (aZ)2 — 

X 1 0 - ' ( Z - 5 0 ) 3 / 2 (R0 — 5) 
— 43,9271 (aZ)3 — 14,9275 (aZ)« 

2ZR0 2V • V f [0 ,04419+ 0,2994 (aZ) + 

+ 0,496(9(aZ)2 - 0,4955-exp(—22,22 (1 — aZ))]2J, 

2,06-10-3 , 4,5 Ю-» 
0,5)2 + 3,868.l0-2 (Y — 0,72)2 + 5,63 • 10"4 

Для /zpi/2-состоянии (x = + 1): 

q{Z,R0) 

a(Z, R0) = 2ZR0 

щ 

Д л я ПРЗ/2-COCTQ 

q{Z, R0) = 9,8 

a (Z, R, 

(18) 

(19) 

(20) 

(21> 

== — 1,8466 + 20,2864 (aZ) - 52,0156 (aZ)2 + 

+ 58,6793 (aZ)3 —24,4754 (aZ)4, 

| 2 v t f r e ( a Z ) 2 { 0 , 1 5 7 6 ( a Z ) + 0,1798 exp(—20,6(1—aZ)2)}, 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

1,27-10-3 

( Y _ 0,456)2 + 0,04725 

яний с точностью до 5 % 

25 — 35,3539 (a Z) + 47,491$ (aZ)2 — 19,9077 (a Z)3 

2ZRo №y 
o ) = . (1,7 + 5(aZ)3 .6 7)-10-3 . 

В формулах (17) — (25) радиусы R0 и a0 выражены в единицах 
Ферми <10—13 см). 

Д л я случая равномерно-объемного распределения заряда в ядре 
задача решалась аналогичным образом с той разницей, что внутреннее 
решение не выражалось более через известные функции, а находилось 
численным интегрированием. В случае хофстадтеровского распределе-
ния нужно было, кроме того, выбрать радиус сшивания Ro. Выбор 
производился исходя из точности проводимых расчетов: R0 бралось-
таким, чтобы его дальнейшее увеличение не приводило к изменению Ati 

%. Практически это требование удовлетворяется для 
дожить i ?o=20 Ф. Расчеты с хофстадтеровским рас- " 
дились только для Z = 9 0 , 110 и 130 и для таких зна-
соответствуют наиболее р-стабильным изотопам этих-

больше, чем на 0,1 
всех ядер, если пс 
пределением прово 
чений А, которые 
элементов, а именйо для ***ТЬ ^ l l O и 354130 [138]. 
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Как показал анализ полученных результатов, вычисление An для 
распределений, отличающихся от поверхностного, можно производить 
по тем же формулам (17) — (25), если под R0 подразумевать не радиус 
сшивания, а величину < г Р > ! / Р . Здесь <r-Р > определяется через 
плотность распределения заряда в ядре p(r) : > = / p ( r ) r P d3r, 
причем р близко к 1,80 для tis- и прщ -состояний и к 3,60 для прщ -со-
стояний (см. табл.). 

z 
3 

z 
для X = ± 1 для к = — 2 

90 1,80 3,60 
110 1,80 3,62 
130 1,84 3,72 

Интересно сопоставить результаты вычислений по формулам 
(14) — (15) с численными расчетами. Расчет по формулам (14) — (15) 
дает сначала завышение по сравнению с (17) — (25) для ns и пр 1/2-со-
стояний вплоть до Z « 120, а затем занижение. При Z = 5 0 расхожде-
ние порядка 3%, при Z = 1 0 0 оно составляет 8% и достигает 12% при 
Z = 1 2 0 ; при Z = 1 3 5 оно снова составляет 8%, но отклонение уже в 
другую сторону. При приближении к Z = 1 3 7 расхождение резко воз-
растает. Аналогичная картина и для состояний пр 3/2. При этом рас-
хождение почти не зависит от значений п и Rq. 

Таким образом, аналитическая формула (14) дает лучшие резуль-
таты, чем это можно было ожидать. Укажем для сравнения, что из-
вестная формула Брейта и Розенталь, не учитывающая искажения 
электронных волновых функций, дает при Z = 1 2 0 завышение в 2,3 ра-
за, а формула Смородинского [13] — в 1,5 раза, отклонение для фор-
мул работ [8—9], [16—17] и [26] в тех же пределах, что и для [13]. 

Авторы благодарят А. А. Соколова, А. В. Борисова, В. С. Ростов-
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