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В ЖИДКОСТИ МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ 
ЭЛЕМЕНТОВ 

Рассматривается возможность применения метода конечных элементов для расчета 
вынужденных и свободных колебаний оболочки в жидкости. В матричной форме полу-
чены силы давления жидкости на оболочку при аппроксимации плотности простых ис-
точников на поверхности оболочки полиномом первой степени. Приведен численный 
расчет для конкретной оболочки и определены резонансные частоты оболочки в жид-
кости. 

Влияние жидкости на упругие колебания цилиндрической поверх-
ности сводится к появлению присоединенной массы и сопротивления 
излучения [1]. В результате колебания тела становятся затухающими, 
смещаются их собственные частоты. Величины этих эффектов сущест-
венно зависят от соотношений между размерами цилиндра и длинами 
волн на его поверхности и в жидкости. Исследование задачи о колеба-
ниях и изучении упругого цилиндра конечной длины возможно прибли-
женными методами [2]. В настоящей работе рассматривается возмож-
ность применения метода конечных элементов (МКЭ) для расчета гар-
монических колебаний тонкой цилиндрической оболочки, помещенной в 
идеальную жидкость. Оболочка дополнена до бесконечной абсолютно 
жестким цилиндрическим экраном. 

1. Потенциал скоростей возмущения Ф(г, z, 0) в жидкости удов-
летворяет уравнению Кирхгоффа, а на поверхности — условию безот-
рывности движения жидкости 

дФ 
дпл 

(1) 

где tii — нормаль к поверхности оболочки, v (z, 0 )—нормальная со-
ставляющая амплитуды скорости колебаний поверхности, а — радиус 
оболочки. 

В этом случае Ф (г, z, 0) можно представить в виде потенциала 
простых источников, распределенных по поверхности оболочки [3] 

2Я jkR 
Ф ( Г , 2 , 0 ) = J d l (2) 

—оо О 

где ф) —плотность простых источников; г, z, 0 — координаты точ-
ки наблюдения, R=R(r, z, 0, фХ—расстояние от точки наблюдения 
до точки на поверхности оболочки, со — частота колебаний, с — ско-
рость звука в жидкости, k—co/c. 

Для определения плотности источников ф) используется усло-
вие (1) с учетом свойств потенциала простого слоя [4]. 
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- 2лу (,г, 6) + J J у (£, Ф) dbadq>. (3) 

енциалу Ф давление на поверхности определяется 

где р — плотность 
Полная; формул 

кости включает ура 

р (2, 0) = — трФ (г, 2, 6) | (4) 
жидкости. 

ировка задачи динамики упругой оболочки в жид-
внения (2), (3), (4) и систему трех дифференциаль-

Рис. 1 

пых уравнении в 
лочки: 

частных производных, описывающих колебания обо-

Lw(W, U t V ) = p ( z , 0 ) + / ( z , 0), 

Lu(W,U,V) = О, 

Lv (W, U, V) ---- 0. 

(5) 

Здесь W, U, V амплитуда гармонических колебаний оболочки по 
(осям г, z, 0 соответственно, Lv,v,w — дифференциальные операторы, 
конкретный вид которых зависит от принятых приближений в описании 
деформаций оболочки. В данном случае используется техническая тео-

амплитуда распределенной вынуждающей силы. рия Власова [5], 
Пусть 

/ 

(6) / = F(z) exp {imfi}. 

Тогда все величины v, Ф, у, р, W, U, V пропорциональны exp{im6}. 
2. Д л я решения поставленной задачи оболочку и прилегающие к 

разобьем на N-\-2ti круговых цилиндрических ко-
(КЭ) длины Iа с боковой поверхностью S a (рис. 1). 

ничивающие элементы, назовем «узлами» и присвоим 
им номера v(y=—n,..., АГ+/г). Пусть узлы с номерами v = 0 , . . . , N при-
надлежат оболочке. Согласно МКЭ функции смещения W, U, V на от-

аппроксимируем линейной формой конечного числа 
наперед выбранных базисных функций [6]. Коэффициенты этой формы 
выражаются через смещения Б узлах. Например, поперечное смеще-
ние W элементах номером а представляется в виде 

'ней части экрана 
нечных элементов 
Окружности, огра 
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Wa(l) = y ( l ) C a V f . (7) 

Здесь | — локальная координата элемента, ф г(£) — строка базисных 
функций; W—вектор, координатами которого являются значения функ-
ции поперечного смещения W(z) и ее производной , взятые в уз-

dzt 

лах модели, т. е. W r = [w o , . . . , W N , . . . , d W N \ ; C a — матрп-
[ oz a z J 

ца, коэффициенты которой легко найти [7]. В качестве базисных функ-
ций возьмем 

* Г ( 6 ) = { Б / } ; / = 0 , 1 , 2 , 3 . (8) 
Тогда форма колебаний оболочки, составленной из КЭ, однозначно 

определяется вектором обобщенных координат 

qT =--• {Wr, U r , V7}. (9) 

Здесь векторы U, V имеют вид, аналогичный W. Далее, применяя прин-
цип виртуальных перемещений к системе (5) и используя введенную 
аппроксимацию функций смещения, получаем уравнение движения обо-
лочки в матричном виде [7] 

M q - f t f q = P + F. (10) 

Здесь М и К — матрицы масс и жесткости модели оболочки из КЭ, 
Матрицы квадратные, их вид определяется выбранной системой базис-
ных функций \J;; Р, F — векторы обобщенных сил давления жидкости и 
внешнего воздействия. Алгоритм вычисления векторов Р и F по извест-
ным нагрузкам р и а также вычисления матриц М и К изложен под-1 

робно в [6, 7]. Основную трудность в поставленной задаче представляет 
вычисление давления жидкости р на поверхности упругой оболочки. 1 

3. Для определения р из системы уравнений (2), (3) , (4) восполь-
зуемся принципами МКЭ. Представим плотность простых источников 
на а-том КЭ оболочки и экрана с помощью укороченной системы базис-
ных функций фь положив в (8) / = 0, 1: ,, 

У а Ш — т ^ , :: ( П ) 

Здесь Л a —неизвестная матрица. 
Подставим (11) в (2) и запишем потенциал Ф в виде суммы по-

тенциалов от отдельных элементов 
N+n , • • • 

Ф (г, z) = - т £ Е U r , г) A*W. (12) 
a=—п 

Строка Ea определяет влияние a-го элемента на потенциал возму^-
щения в точке (г, z), ее элементы вычисляются по формуле 

* с AkR 
E'a{r,z) =a U g / J _ _ c o 8 m q ) d | ^ ; / = 0 , 1 ; (13) 

s a 

Для определения матриц А наложим условие непрерывности плотности 
источников во внутренних узлах оболочки и экрана : 

Ya (*«) = Ya+1 (0)I a=£-n,0-,N;N-\. п. Щ 
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Кроме того, воспол 
шторогс 

V (zv) = 

где элементы $т
а рав 

ьзуемся условием безотрывности движения (3), вы-
полнения которого (потребуем в узлах модели 

N+n 

ш £ §1 (z v) A x W — 2 я у (zv) ; V ^ 0 , N, 

ны 

(15) 

i ' a (Zv) = a2 j j - ^ 3 - (ikRa - 1) (1 - cos ф) cos 

S<x ° 

Ra = Viz— Zv)2 + 2 a 2 ( l — совф). 

nvfdydl 

При этом для узлов, ограничивающих оболочку, записываются два вы-
ражения типа (15) с учетом того, что скорость v терпит разрыв на 
границе оболочки и экрана. 

Решая систему 2(Л г +2«+1)-комплексных алгебраических уравне-
ний (14) и (15), найдем элементы матриц Аа. Подставляя Аа в (12) 
и используя (4), можно вычислить давление при движении оболочки. 
На поверхности оболочки, в частности, давление в узлах равно 

N+n 

р (й, zv) = — со2 £ Еа(я, ZV)A*W. (16) 
а=—я 

Вычисление р(а, z) связано с большими затратами машинного време-
ни. Поэтому при определении вектора Р использована линейная ап-
проксимация давления на элементе по известным давлениям в узлах 
р(а, z v )• 

Заметим, что давление, потенциал и плотность источников являют-
ся комплексными Е;еличинами. 

Окончательно вектор Р удобно представить в следующем виде: 
Р = —С02(£> + Ш ) Ч , (17) 

Присоединенных масс модели оболочки, В — матрица 
подстановки (17) в (10) получим уравнение вынуж-
ких колебаний оболочки в жидкости 

где D — матрица 
излучения. После 
денных гармоничее 

Kq — о 2 (М + D) q - m2Bq = F. (18) 

Вычисление элементов матрицы А и решение системы проводилось на 
ЦВМ БЭСМ-4 и М-400 с помощью специальных программ, позволяю-
щих рассматривать модели до 20 элементов. Основные затраты машин-
ного времени связаны с вычислением интегралов (13) и (15). Послед-
ний имеет особенность в точке l = z v и ф = 0 , и при численном интегри-
ровании по формуле Филона исключалась окрестность этой точки по-
рядка 10~3Sa. Д л я уменьшения порядка матричного уравнения (18) 
совершалась редукция [8], при которой использовалась укороченная 
система базисных функций Wi для образования матрицы масс М. В ре-
зультате на каждый узел модели приходится по три динамических 
координаты Uv, Vv, Wv [6]. 

4. В качестве примера была рассмотрена оболочка со следующими 
параметрами L/a==4,5, h/a—0,035, | i = 0 , 3 , ро/р —7,7; здесь ц — коэф 
фициент Пуассона, h — толщина оболочки, р0 — плотность материала 
оболочки. 
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Для оценки влияния экрана рассмотрены гармонические колеба-
ния оболочки при заданных распределениях скорости на поверхности 
оболочки v(z, ф) = A (z) cos т ф . При этом экран считался ограничен-
ным и на нем располагалось конечное число элементов. На рис. 2 и 3 
приведено распределение модуля плотности источников в модели, у 
которой по 8 элементов лежат на экране и на оболочке. Сплошной 
линией изображена 7(2) для kL—4,0 и штриховой — при &L=8,0. Ве-
личина т = 0 , 1 указана у кривых. Видно, что плотность источников на 
экране быстро и монотонно убывает с удалением от края оболочки. 

Это позволяет ограничиться рассмотрением элементов экрана длиной 
L/2. При гь—2—6. На рис. 2 A (z) = const, на рис. 3 A ( z ) ~ s i n tcz/L. 

Далее рассмотрены вынужденные колебания оболочки под дейст-
вием гармонической силы, приложенной в центральном узле для слу-
чая т = 1. При этом края оболочки были свободно оперты. Как пока-
зали расчеты, амплитуда колебаний оболочки имеет характерную резо-
нансную зависимость на частоте (о = 0,0830 ю0, гдесо0=VEg/p0 0 — Iх2)0,2 

(Е — модуль Юнга). Поскольку следующая резонансная частота 
можно оценить добротность системы 29,8. 

5. Изложенный выше метод вообще применим только к гармони-
ческим колебаниям. Однако для добротных систем им можно восполь-
зоваться для приближенного анализа свободных затухающих колеба-
ний. С этой целью были рассчитаны собственные колебания в жидкос-
ти опертой оболочки. В этом случае частота собственных колебаний 
неизвестна и для ее определения берется метод последовательных при-
ближений. В качестве нулевого приближения приводится оценка (о^, 
полученная в [8]. Затем определялись элементы матриц £№) и ВW и 
решалась собственная задача. Полученное в результате собственное 
значение — комплексное, действительная его часть используется 
для вычисления DW и BW и т. д. Как показала практика, процесс быст-
ро сходится. 
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Приближение 0 1 2 3 

со ( 0 М 0,0960 0,0824 0,0833 0,0833 

В таблице приведено несколько приближений для первого тона 
поперечных колебаний. 

Действительна 
чем на 0,5%, а мн 
дуль формы |q i | п 
колебаниями узлов 

1Я часть (о<2) отлична от резонансной частоты не более 
[имая определяет добротность системы Qi=28 ,3 . Мо-
фактически совпадает с sin nz/L, а сдвиг фаз между 

близок к нулю. 
Полученные результаты показывают, что МК.Э применим для рас-

чета динамики оболочек в жидкости. Последовательное применение 
ю-видимому, исследовать задачу о колебаниях и из-

лучении цилиндрической поверхности конечной длины с упругими тор-
цами. / 
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