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-УДК 533.951 

J I . С. Кузьменков КИНЕТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ВОЛН 
Л. А. П О Л Я К О В В РЕЛЯТИВИСТСКОЙ ПЛАЗМЕ 

С УЧЕТОМ ТОРМОЖЕНИЯ ИЗЛУЧЕНИЕМ 

Рассмотрена задача Ландау о развитии начального возмущения в релятивистской 
шлазме с учетом торможения излучением. Показано, что для волн в плазме с плот-
ностью 109—1014 см - 3 , фазовая скорость которых значительно больше тепловой скоро-

сти электронов, затухание, обусловленное радиационным торможением, превосходит 
-затухание Ландау. 

Электромагнитные колебания в релятивистской плазме без учета 
торможения излучением рассматривались многими авторами (напри-
мер, [1—3]). Для учета радиационного торможения А. А. Власовым 
[4], а затем в релятивистском случае Р. Хакимом и А. Манженеем [5] 
было рассмотрено кинетическое уравнение для функции распределения, 
зависящей от координат, скоростей и производных ускорений по собст-
зенному времени. Однако такое обобщение фазового пространства свя-
:зано с неоднозначностью формулировки уравнения непрерывности в 
.М4Х f/4X ^-пространстве. Более того, это обобщение не приводит к до-
-полнительной информации о поведении статистических систем. 

Рассмотрим кинетическое уравнение с учетом торможения излуче-
нием в рамках обычного фазового пространства MixUi. В релятивист-
ской теории плотность вероятности и поток вероятности образуют еди-
лый дифференциально-геометрический объект аа = иа F(x, и), где 

F(x, и) = f(xa, и«) 26 (и°) б (иаиа — 1) - (1) 
(а = 0, 1, 2, 3; k= 1 ,2 ,3 ) 

^инвариантная функция распределения, а а =4-вектор скорости частицы. 
Уравнение для F(x, и) можно получить как уравнение непрерыв-

ности в М4Х ^-пространстве [4—5]. Запишем дифференциал аа: 

daa = — dx° + — йФ (2) 
дха ди13 

и предположим, что заданы коэффициенты разложения вектора по век-
торам элементарных смещений 

du? = г|4 (х, и) dxa, (3) 

т. е. задано тензорное поле г|5ра(*, и), определяемое характером взаимо-
действий. После подстановки (3) в (2) становится математически кор-
ректной операция дивергенции 4-вектора потока вероятности. Уравне-
ние непрерывности принимает вид 
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Для частиц, взаимодействующих между собой только через элек-
тромагнитное поле, = (е/тс2) F$a' и уравнение (4) совпадает с ре-
лятивистским уравнением Власова [6]. 

Из (2), (4) видно, что формально можно рассматривать и функ-
цию распределения в пространстве М4Х £/4Х t/4X--. Однако уравнение-
(4) при этом не будет содержать новой информации о взаимодействии 
частиц и их распределении. 

Излучение заряженных частиц при распространении высокочастот-
ных возмущений в плазме сопровождается радиационным торможе-
нием ga = Gp{Fa, wv} гЛ Поэтому 

y5 (х, и) = - i - (х) + — Gl {Fl a). (5) 
mc2 mc 

Тензор Gp может быть найден из приближенной формулы для тор-
можения излучением [7] 

2е3 d F „ 2е* а |3 2е4 р, 
S = — 4">у — - т т т F + Т Т Т " и и ^ и <6> 3 тс3 Qxy Zm2cb Зт2съ 

и условия сохранения числа частиц. 
Уравнение (4), записанное для каждого сорта частиц, формулы 

(5), (6) и уравнения Максвелла полностью описывают поведение реля-
тивистской плазмы в течение промежутков времени, значительно мень-
ших времени между парными столкновениями. 

Полная система линеаризованных уравнений имеет вид 

+ — + = (7> 
дха rnc* \ 3 тс2

 дх0 J диа 

р = m l _ ^ = л » ( 8 ) . 

дха дха дх^дхР с J 

где F — малое возмущение некоторого равновесного распределения 
электронов Fq(u), АА —4-вектор потенциала электромагнитного поля.. 

Рассмотрим задачу Ландау о развитии начального возмущения 
в плазме [8] 

F(x* и) = g(xk, и). 

Применяя, как обычно, к уравнениям (7), (8) преобразование 
Фурье по координатам и преобразование Лапласа по времени' 

(оо) 

dx°, 

получим 

— ikauа F 
т с 2 

— Ор2 ~ ^ 

3 тс2 
= g и», (9) 

диа 

Faa = — i (kaA0 ~ Ma) + (Ю> 

4™ , / аЗГ« ( П > - k ^ = j tPFc^u + - ik,Aa^ 

где для сокращения записи введены обозначения 
х°=0 
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3 т с 2 

•̂ 00 = Л^п = -̂Аю = Л)й = Л^ 1*0=0 > 

В качестве равновесного распределения электронов рассмотрим 
релятивистское распределение Максвелла — Больцмана [9] 

/ ?
о = / о 2 0 ( и ° ) 6 ( И а И « - 1 ) = 

Я т * — Г Г е хР ( - "о) 20 (и°) S - 1). (12) , /ИС" \ I u j 4ЯС30/С2 ' ^ 4 2 1 е 

Здесь п — плотность электронов, К2 — функция Макдональда. 
Перейдем к системе координат, в которой ka kl, 0, 0}. Тогда 

ш системы (9), (10) находим выражения для компонент тензора поля 
Вг (0) f 20 В2 (0) рю _ "г yj) рго 

где 

Dt(p,k) D2(p, k) ' 

D2(p,k) k0 

= (рзо __ дг ) jm = 0 f = _ irP«> 

n = 1 - Г dQ - i ^ - f u°(koUl-klUo) LdQ, 
c0Aj. .J + M 1 bm̂ cbKL J V + 0 

D ^ t 4яе2&° f »2«2/Q ^ 
2 ce + M1) 'J M ' + M 1 

- 1 ^ Г « д а + * f ^ , 
ЗтсЩ (k0k° + k^i) J / 0 3m2c5 J боцв + ^ ы 1 

«0 

а через Bm(0) обозначены функции начальных возмущений поля и рас-
пределения электронов. 

Компоненты Фурье-поля определяются обратным преобразованием 
Лапласа. Для вычисления появляющихся при этом интегра'лов восполь-
зуемся известной процедурой Ландау [10] аналитического продолже-
ния подинтегральной функции и сдвига контура интегрирования. Тогда 
при больших 

а 

где Ra — вычеты функций Fm0. Зависимость k° от kx определяется дис-
персионными соотношениями 

для продольных колебаний: 

1 !«£!_ С и ° и Л d Q Г » ° ( M i - M o ) r d Q в 0 > ( 1 3 > 
cQkx .) + М1 Зт2с5Ах .) k0u° + kxU1 0 
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для поперечных колебаний: 

1 + f J j 4 * h d Q + Г iwtfb 
cQ (k0k° + k t k l ) J ' k ^ + kiu1 3/n2c5 J kQu° + M 1 

L ' L 

^u2u2f0dQ = 0, (14) 
3mc3Q (k0k° + k^k1) 

L 

где L — контур Ландау. 
Интегралы в соотношениях (13), (14) приводят к специальным: 

функциям. Поэтому рассмотрим . сначала дисперсионные соотношения: 
с точностью до членов порядка v3/c3. В этом приближении 

mv2 

/ 0 \ 2я6 J \ 8 тс 2 8 Э с2 2 с2 / 3 ; 

Полагая &0=co~H"Y, = для почти действительных собственных, 
частот интегралы в (13), (14) можно вычислить по формуле 

Г Ф(у)Му = Л ! + iy-J-.\ Гф(у)Му + ... (16> 
J kv — со — гу \ д(0 / ,) kv — со 
L L 

Кроме того, при a>!k vt — ] / б / т для интегралов в смысле главного 
значения можно ограничиться разложением 

Г А Ф ( У ) / Г 1 + С | 1 А + ( о 1 М а Ь у . ( 1 7 > 
J Vх — (ОIk J со со \ СО / 

Используя (15) — (17), из (13), (14) получим 
для продольных колебаний: 

\ 2 /лс2 / Р \ 8 mc2 ) т к ' 

( 1 » 

^ Т ^ 1 " 2 ^ } (20), 

для поперечных колебаний: 

+ (2i> 
р \ 2 тс2 у 

V = — — —— со2, (22) V -3 тс3 ' ; 

где 0)2 = 4яе2п/т. 
В нерелятивистском приближении полученные формулы совпадают 

с известными выражениями для частоты колебаний и затухания Лан-
дау [10]. Учет торможения излучением приводит к затуханию как про-
дольных, так и поперечных колебаний в плазме, причем для попереч-
ных колебаний это затухание является единственным.. При co/tf^VV 
слабо зависит от длины волны. В этом случае затухание, обусловлен-
ное радиационным торможением, практически одинаково для обоих 
типов колебаний. 
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Сравнивая первое и второе слагаемые в (19), легко видеть, что 
"значение фазовой скорости Сфо, начиная с которого ут превосходит за-
тухание Ландау, определяется уравнением 

(tb {- т = V T * - <2з> 
Д л я значений плотности электронов п ~ (109-v-1014) см~3 из (23) имеем 
<Уфо=91>т. При таких п затухание Ландау больше затухания, вызванного 
радиационным торможением, если Уф<9и т , и может быть измерено 
экспериментально. Интервал фазовых скоростей, для которых затуха-
>ние Ландау является преобладающим, увеличивается с уменьшением 
электронной плотности. Известные нам экспериментальные измерения 
затухания Ландау относятся именно к этому интервалу фазовых ско-
ростей [11]. 

Для широкого класса плазменных сред п~ (109-г-1014) см - 3 и 
-<£ф>>Ат- В этом случае можно приближенно положить 

У = ~ (24) 3 тс3 

Д л я плазмы высокочастотного разряда /г~101 2 см - 3 , для разряда низ-
кого давления с холодным катодом /г~101 0 см - 3 и дугового разряда 
я ~ (КР-МО13) см - 3 численные оценки времени релаксации т = 1 / у 
•согласно (24) соответственно равны 102, 104 и (103-ь101). 

Дисперсионные соотношения (13), (14) значительно упрощаются 
•в ультрарелятивистском случае. При ©р-Сkc получим 

для продольных колебаний: 

0)= j ^ J ^ j 2 , (25) 

для поперечных колебаний: 

Ю = + (26) 

Если 9<^тс 2 , выражения (25) и (26) равны и совпадают диспер-
сионным соотношением для электромагнитных волн в вакууме ca — kc. 
Декремент затухания ул в этом приближении равен нулю. Факт ра-
венства нулю затухания Ландау в ультрарелятивистском пределе от-
мечался и ранее [12]. 

Отметим, что для скоростей частиц, близких к скорости света, 
определяющим слагаемым в выражении для торможения излучением 
<6) является последнее слагаемое, которое не может быть учтено в 
рамках линейной теории. 

Получим формулу (21) для затухания волн в плазме другим не-
зависимым способом. В приближении Власова плазма является систе-
мой некоррелированных зарядов без дебаевской «шубы» и должна рас-
сеивать электромагнитные волны как газ, состоящий из отдельных 
электронов. Сечение рассеяния в этом случае является томсонов-
-ским [13] : 

8я / еа \ 2 
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Вследствие этого эффекта часть энергии первичной плазменной волны 
посредством рассеянных волн передается флуктуационному фону, и 
поэтому волна затухает. Предполагая, что декремент затухания у многа-
меньше частоты а>, будем иметь 

Е = Е0 sin (Ш — кг + ф) 
и, кроме того, 

dW 
dt 

— 2у W, (28} 

где W — средняя по периоду колебаний плотность энергии первичной; 
волны. 

С другой стороны, согласно определению сечения рассеяния интен-
сивность рассеянных волн I равна 

7 = naS, (29) 

где S = cW — вектор Пойтинга. 
Потеря энергии плазменной волны вследствие рассеяния d W j d t 

равна полной интенсивности I рассеянных волн, т. е. 2yW =nacW. 
Отсюда 

3 тс3 

что в точности совпадает с выражением (21) для декремента затуха-
ния, полученным на основе кинетической теории при 9->0. 

Таким образом, кинетическая теория с учетом торможения излуче-
нием в отличие от классической теории Власова содержит информацию 
о рассеянии электромагнитных волн в плазме отдельными электрона-
ми. Вычисления сечения рассеяния и декремента затухания в следую-
щем приближении теории по величине плазменного параметра приво-
дят к отличному от (30) значению [10]. Однако, как показывает экспе-
римент [13], рассмотренное выше приближение является удовлетвори-
тельным. 
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