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О РАСПРОСТРАНЕНИИ ВОЛН 
КОНЕЧНОЙ АМПЛИТУДЫ 
В АКУСТИЧЕСКИХ ВОЛНОВОДАХ 

Введение. Изучение процессов распространения интенсивных зву-
ковых волн в волноводах представляет большой практический интерес. 
При возбуждении нелинейных колебаний в объемах, ограниченных 
идеальными стенками, удается избавиться от дифракционных потерь 
и значительно повысить уровни звукового давления. Это важно как 
для физических экспериментов по изучению волновых взаимодействий, 
так и для моделирования работы устройств, использующих турбулент-
ные струйные течения, сопровождаемые излучением интенсивного шума. 

Обзор современного состояния проблемы дан в работе [1]. Из-
вестные теоретические исследования по распространению волн конеч-
ной амплитуды в волноводах посвящены случаю слабого проявления 
нелинейных искажений, когда форма возмущений далека от пилообраз-
ной. Это не позволяет учесть, например, сильное нелинейное затуха-
ние ударных волн и оценить предельные значения звуковой энергии, 
которая может быть передана по волноводу. Такая ситуация связана 
с отсутствием математического аппарата, сравнимого с методом мед-
ленно изменяющегося профиля для бегущих волн. Этот метод был пред-
ложен Р. В. Хохловым [2]; на его основе удалось получить уравнение 
Бюргерса и описать различные взаимодействия сильно искаженных 
плоских волн. В случае волн, бегущих навстречу друг другу, этот метод, 
дополненный усреднением уравнений для быстропериодических коле-
баний, позволил представить стоячие волны в акустическом резонаторе 
в виде суперпозиции двух встречных волн [3]. 

Развитый метод и полученные результаты можно применить к про-
блеме расчета нелинейных полей акустического волновода. 

Известно, что нормальные волны в плоском и линейном акустиче-
ском волноводе (см., например, [4]) можно представить как участок 
интерференционной картины, образованной двумя гармоническими 
волнами равной частоты, распространяющимися под углами + 0 к оси* 
(рис. 1). При этом в узловые плоскости А, В, С и т. д. для вертикаль-
ного компонента скорости частиц среды можно поместить две абсо-
лютно жесткие стенки волновода, не нарушив картины движения. Ши-
рина такого волновода 2а связана с длиной волны соотношением 

где п=0, 1 ,2,..., Х=2 л со/со — длина звуковой волны вне волновода. 
В работе [3] показано, что при взаимодействии встречных волн ко-
нечной амплитуды в акустическом слое, образованном двумя непод-
вижными жесткими стенками, узлы для скорости остаются на тех же 
местах, что и в линейном случае. Поэтому для волн конечной ампли-

2а ski 0 = п Х/2, (1) 
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туды возможно аналогичное рассмотрение нормальных нелинейных 
волн в акустическом волноводе как участка интерференционной кар-
тины для системы простых волн, бегущих под углами + 0 к его оси. 
Применение для этого случая метода медленно изменяющегося про-
филя с последующим усреднением приводит систему гидродинамиче-
ских уравнений к системе хорошо известных уравнений простых волн, 
или Бюргерса [5], и позволяет проследить искажение нормальной волны 
при ее распространении в волноводе. 

Рис. 1. Узловые плоскости волновода Рис. 2. Простые волны в волно-
воде 

Вывод упрощенных уравнений. Двумерные уравнения движения и 
непрерывности во втором приближении для волн конечной амплитуды 
в среде без диссипации образуют следующую систему 
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Здесь р и ро — приращение плотности и ее невозмущенное значение, 
vx и vy — составляющие гидродинамической скорости по осям коорди-
нат, ,с0 — скорость звука. Координата г совпадает с осью волновода 
шириной 2а, образованного двумя абсолютно жесткими стеками, коор-
дината у перпендикулярна к стенкам волновода. 

В отсутствие нелинейности решение системы (2) имеет вид 
vjcos 0 = Oi) щ (£), vy/sia 9 = vL (л) — %(£), 

Ро P = Pi С1!) + p2 (W = - f - vjcos e, (3) 
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где 
Г\ = t — л:COS 6 / с 0 — г/sin 0 / с о , I = t — x c o s 0 /с о + г/sin 0 /с о , (4 ) 

угол 0 определяется соотношением (1), a t>i(r)) и v2(l) —произвольные 
периодические возмущения, распространяющиеся без изменения своей 
формы под углом 0 к оси х волновода. При этом 

ее — х c o s 0 -j- г/ s in 0, р = х c o s б — - г / s i n 0 (5) 

расстояния, проходимые волнами до точки волновода с координатами 
(х, у), если в начальный момент времени фронты волн совпадают с на-
чалом координат (рис. 2),. 

Можно предположить, что при малых нелинейностях решение (2) 
имеет в основном вид (3), но форма произвольных функций V\, vz, pi, 
рг медленно меняется по мере распространения волн, т. е. слабо за-
висит от пройденных расстояний а и р : 

vjcos 0 = уг (Г], ца) -f d2 (g, цР), 

vy!sin 0 = vx (г), ц а ) — v2 (£, цр) , (6 ) 

p = px (r\, p,a) + p2 (g, цР), 

где fx — малый параметр. Переходя в уравнениях (2) к координатам 
г], a, р и пренебрегая членами, порядок которых выше второго, а 

Ро также заменяя в членах второго порядка малости р, на и р2 на 
со 
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где 8 = — £ — " Т а к к а к Vi> Р1 и Vz> рг — быстропериодические функ-
ции т) и g, то, усредняя систему (7) вначале по g, а затем по т], при-
ходим к уравнениям, позволяющим определить эти функции: 

dvt в ' Ьух dv2 _ е dv2  
• — : — . — ~ — 02 да 4 1 дц ' ар 4 2 dt ' 
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(9) 
Таким образом, функции t>i и v2 являются решением уравнений 

(8), вид которых можно определить из граничных условий 
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Р . 

Функции pi и р2 определяются из уравнений (9) 
Pi 
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а распространение поля в волноводе можно установить по форму-
лам (6). 
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Рис. 3. Распределение горизонтального (V*) и вертикального (Vv) компонентов ско-
рости частиц в нелинейном волноводе с жесткими стенками при о<. 1/2 (а), (б) 

и 0 ~ я/2 (в) 

Аналогично [3] отбрасываемые члены в уравнениях второго при-
ближения соответствуют нерезонансному вынуждающему внешнему 
воздействию, и нелинейные эффекты, связанные с ними, во времени и 
пространстве не накапливаются. При этом возможное рассеяние звука 
на звуке при пересечении плоских волн также относится к числу не-
накапливающихся эффектов. 

Нелинейные нормальные волны акустического волновода. Пусть 
при а = 0 и р = 0 заданы граничные условия обычного синусоидального 
вида 

vt — v0 sin ant, v2 = v0 sin at, (12) 

где co=2j tc<A удовлетворяет условию ( I ) . Такому граничному режиму 
соответствуют две бесконечные колеблющиеся полуплоскости, совпа-
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дающие с началом координат и составляющие угол ± 0 -с осью у (ом. 
рис. 2). Изучаемые ими волны определяют картину звукового поля в 
правой полуплоскости (х, y)t, частью которого является поле в волно-
воде. В линейном волноводе аналогичному режиму соответствуют 
жесткие стенки в узловых плоскостях Л и С на рис. 1, и четное значе-
ние п в (1). В дальнейшем для определенности примем п=2. 

Решение (10) с граничными условиями (12) определяет в неявном 
виде функции Vi и v2: 

d x = vQ s i n (cor) - f стх v±
 !v0), v2 = v0 s i n (cog -1- o2v2!v0), ( 1 3 ) 

где 01,2 = mS V° (x cos 0 ± У sin 0) — параметры, характеризующие степень 4 
проявления нелинейных эффектов в среде. Для оси волновода 

сг¥ = ах == а 2 , = ]/со2 — (я пс0/2а)2 "х. ? 

Каждая из волн (13) является простой волной, нелинейные иска-
жения в которой накапливаются по мере ее распространения по волно-
воду. При о = 1 в профиле каждой волны появится неоднозначность, 
соответствующая образованию разрыва. Этому значению а соответст-
вует точка на оси волновода 

К со2 — (nnc0/2af ) \ (14) е % 

С увеличением частоты для данного значения п разрыв образуется 
на меньших отрезках волновода. Наоборот, при увеличении номера п 
нормальной волны для фиксированной частоты длина образования 

2а со 
разрыва возрастает, и при п = — р а з р ы в в распространяющихся 
волнах не образуется. Этому режиму соответствуют синфазные коле-
бания волновода по всей его длине, и волна,_как и в линейном случае, 

не распространяется вдоль волновода. При таких колебаниях — 
ev0 лпу и разрыв тоже может образоваться в стоячих волнах при 
с0 2 а 
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2а 
oi^OzttGx и поперечное распределение vx и % в заданном сечении 
можно получить из (6), записав (13) в виде, удобном для графиче-
ского анализа 

ЛПУ - • »1 г _ ' f 1 ( г у — — arc sm—1- г —:— -f- cos 
2а v0 v0 \ c0 

J ^ L = arc sin - 0 - U t cos О V. (15) 
2a vQ v0 X c0 
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Для ( ю f — - ^ г Ч = 0, производя графически сложение и вычитание 
функций Vi и vz, получаем мгновенное распределение юх и vy по у в 
данном сечении х при определенном значении параметра or. С течением 
времени график для vi смещается вверх, а для v2 — вниз; таким обра-
зом можно получить распределение компонентов скорости в различные 

vx/v0cose 

Рис. 4. Распределение компонентов скорости частиц в нелинейном волноводе для Vx 
(а) и для Vy (б) 

моменты времени в течение одного периода колебаний. При измене-
нии х в пределах одной длины волны в волноводе параметр о меняет-
ся мало, и распределение компонентов скорости v получается при сме-
щении графика для v{ вниз, а для vz — вверх. При больших измене-
ниях х та ж е процедура проделывается для существенно различ-
ных а. 

На рис. 3 изображены полученные таким образом распределения 
Vx и Vy в различных сечениях волновода, построенные через равные 
интервалы времени At=T/8 (для п== 2). При малых значениях а рас-
пределение по у почти такое же, как и в линейном случае. При боль-
ших or рост высоких гармоник на нелинейности делает стоячие волны 
почти пилообразными с дополнительным бегающим узлом, соответст-
вующим бегущему разрыву в случае образовавшейся разрывной волны 
(рис. 3, в) . 

Распределение компонентов скорости по сечению представлено на 
рис. 4 при изменении в пределах одной длины волны в волноводе (для 
одного и того же момента времени) при значении приведенного рас-
стояния а ~ 1 . Видно, что при этом на оси волновода и у стенок воз-1 

никают большие градиенты горизонтальной составляющей скорости 
частиц среды, заполняющей волновод. 

При 0 > л ; / 2 амплитуда разрыва в каждой волне уменьшается из-за 
быстрого поглощения высших гармоник по асимптотической формуле 

х. о Vя 

£р- = я ( 1 Ч - с г ) , . (16) 
Vo 
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однако детальное исследование структуры разрывов в волноводном 
поле волн требует учета диссипации. 

Функции тока (поле скоростей в нелинейном волноводе) сущест-
венно искажаются по мере распространения волны. Мало отличаю-
щиеся от распределения поля скоростей в линейном волноводе при не-
больших х (рис. 5, а) , они становятся разрывными на линиях движе-
ния фронта ударной волны (рис. 5, б){ при хжхр. 

Рис. 5. Поле скоростей частиц (функции тока) в нелинейном волноводе при ма-
лых а (а) и при с г ~ я / 2 (б) 

На основании решений (8) анализ распространяющихся в волно-
воде потоков энергии и его добротности может быть произведен, как 
в работе [3]. 

Предложенная методика расчета нелинейных нормальных волн 
применима для изучения нелинейных полей и в поглощающих волново-
дах, а также для других типов граничных условий и видов стенок вол-
новода. Так как волновод представляет систему с дисперсией, можно 
надеяться на избирательный характер процессов при взаимодействиях 
нелинейных нормальных волн в акустических волноводах. 
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