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При изучении различных нелинейных волновых процессов в дис-
пергирующих средах особое место занимают исследования солитонов-
волн, структура которых не искажается в процессе распространения. 

В линейной среде волновой пакет (квазимонохроматическая волна) 
испытывает дисперсионное расплывание. Если это расплывание может 
быть подавлено каким-либо нелинейным механизмом, то волновые па-
кеты могут распространяться в диспергирующей среде в виде солито-
нов. Хорошо известно, что таким механизмом является самовоздейст-
вие волн, связанное с кубичной нелинейностью (и высшими нелиней-
ностями нечетных порядков). Вследствие, самовоздействия в нелиней-
ной среде может возникать эффект самокомпрессии импульсов, кото-
рый при определенных условиях может уравновесить дисперсионное 
расплывание, в результате чего и образуются солитоны [1]. Это явле-
ние полностью аналогично волноводному распространению ограничен-
ных волновых пучков в самофокусирующих средах (см. обзор [2]) . 
Однако механизм нелинейного изменения показателя преломления не 
является единственным для образования солитонов. 

В 1974—1975 гг. был впервые рассмотрен совершенно новый класс 
солитонов, формирующихся в среде с квадратичной нелинейностью при 
когерентном трехволновом взаимодействии [3, 4]. Физика этого явления 
кратко заключается в следующем. Синхронное взаимодействие трех 
импульсов в общем случае носит как активный, так и реактивный ха-
рактер. Активный характер взаимодействия связан с перекачкой энер-
гии и изменением амплитуд, а реактивный — с нелинёйным изменением 
фазовых скоростей взаимодействующих волн. Причем в зависимости 
от соотношения фаз всех волн процесс взаимодействия может стать 
либо активным, либо реактивным. Существование связанных солитонов 
в среде с квадратичной нелинейностью обусловлено реактивным харак-
тером их взаимодействия — коллективным самовоздействием. Таким 
образом, если в кубично-нелинейной среде речь шла об одиночных со-
литонах, то в квадратично-нелинейной среде мы имеем дело с тремя 
(в вырожденном по частоте случае — с двумя) связанными солитона-
мй. Подчеркнем, что в первом приближении теории дисперсии, учиты-
вающем групповое запаздывание волн без дисперсии групповых скоро-
стей, существование таких солитонов принципиально невозможно. 

Можно говорить лишь о рассеянии трех солитонов друг на друге, 
не приводящем к перераспределению энергии между волнами [5]. 

В [6, 7] были доказаны теоремы существования связанных соли-
тонов, причем в ходе доказательства был дан алгоритм нахождения 
амплитудно-фазовых профилей солитонов. 
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В настоящей работе дается классификация различных типов трех-
волновых солитонов, обсуждаются некоторые их общие свойства и ус-
ловия самозахвата импульсов в связанные солитоны. 

Уравнения для медленно-меняющихся амплитуд волновых пакетов 
и законы сохранения. Во втором приближении теории дисперсии коге-
рентное взаимодействие трех импульсов с частотами coi4-co2=(i)3 в квад-
ратично-нелинейной среде описывается системой уравнений [8]: 
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коэффициент нелинейности, z — координата, отсчитываемая вдоль на-
правления распространения волн, ц—t—zju — местное время в системе 
отсчета. 
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дЕ, б/3 

8Ej 

с сохраняющимися [гамильтонианом 
Об 

2Re(E1E2E3) + —|Я312 + 
Y3 

импульсом 
1=1 

dEj 
дт) 

I m - ^ Е] d E j 

Уз дц J dr\, 

CO 3 

и плотностью энергии 

(2) 

-so /=.1 

00 3 

— ЭО /=1 
Эти инварианты определяют качественное поведение волновых па-

кетов в нелинейной диспергирующей среде. 
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Трехчасготные параметрически связанные солитоны. Для того что-
бы им'пульсы вошли в стационарный (солитонный) режим взаимодей-
ствия, они должны иметь определенные начальные профили ампли-
туды и фазы. Очевидно, что, войдя в такой режим взаимного захвата, 
они будут двигаться с некоторой общей групповой скоростью и можно 
говорить об образовании сложного трехчастотного солитона. В [6, 7] 
доказано, что уравнения (1) имеют решения в виде стационарных волн, 
распространяющихся без деформации профилей, которые можно 
записать следующим образом: 

Я/ = Е,с Ы е х Р ( - * Г/2 + IQ, ть); Я, = - ( — - — ) • (3) ZLfj \ Uj Uc j 

Здесь ric=^—z/u c , Tj — нелинейные добавки к волновым числам, 
связанные соотношением Г1+Г2=Гз, ис — групповая скорость солито-
нов; для удобства в формуле (3) выделен экспоненциальный множитель, 
соответствующий сдвигу средних частот импульсов на Q3- (при этом в 
уравнения для комплексных амплитуд солитонов EjC (г]с) не входят 
первые производные): 

а е Ъ^е El 
К ^ 

< ™ f - - a 2 E 2 c = - ^ - E 3 c E l e ~ ^ , (4) 

dZEsc 'a, + = - Е 1 С Е2се^с 
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где а,- = Tf/Dj — Qj, й = Qx + fi2 — Ejc удовлетворяют естественным 
краевым условиям lim | EjC (г)с) | = 0. 

Т1с->+оо 
Стационарные решения уравнений (4) вида EjC=const, описываю-

щие нормальные волны в нелинейной среде, впервые были исследованы 
Р. В. Хохловым [9]. Решения системы (4) зависят от трех парамет-
ров — Гь Г2 и Q, характеризующих фазовые скорости солитонов и их 
общую групповую скорость. 

Рассмотрим некоторые общие свойства солитонов. Прежде всего 
обращают на себя внимание солитоны с действительными огибающими 
Ejc(4c), существование которых возможно лишь при выполнении усло-
вия й = 0. Из последнего соотношения однозначно определяется груп-
повая скорость солитонов 

Dt D2 

1 . 1 1 (5) 
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Оказывается, что именно среди таких солитонов (назовем их спе-
циальными) находятся солитоны, обеспечивающие минимум гамильто-
ниана / 3 при фиксированных значениях интегралов Мэнли — Роу 

00 

h / = j ( / = 1 , 2 ) 
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н, следовательно, при любом суммарном потоке энергии Д. Действи-
тельно, уравнение Эйлера 6 (/3 + ^1/11 + ^2/12) = 0 совпадает с уравне-
ниями (4) для солитонов с Г1=|11у1, Г2—IX2V2, так что все стационарные 
точки функционала /3+1x1/11+ря/12 содержатся среди решений системы 
(4). Кроме того, при фиксированных профилях импульсов строгому 
минимуму Is соответствует линейная фазовая модуляция волн 

Ф ei(Uc>2) = 
•Ч— Dj \ и/ Dx \ и/ % / D2 \ UJ 

2D; 

D-

2D '(-к 

1 \ D± D2 D3 

г \ с ~ Г , г , (6) 

А. 

т. е. I3(Bj, фу) > /3(В,-,\ ф/), если Ф / # Ф / . 
Если для импульсов на некоторых частотах соотношения между D j 

и щ таковы, что ие равна нулю или стремится к бесконечности, то об-
разование специальных солитонов невозможно. Но, как показывают 
численные эксперименты, при определенных условиях импульсы при 
любых параметрах задачи захватываются в квазисолитоны, распрост-
раняющиеся с конечной групповой скоростью. 

В случае, когда для одной из волн коэффициент дисперсионного 
расплывания равен нулю, система (4), определяющая стационарные 
огибающие, сводится к двум уравнениям. Если, например, / ) 3 = 0, то из 
(4) видно, что солитоны могут распространяться только с групповой 
скоростью импульса на суммарной частоте ( и с = м 3 ) , Тогда уравнения 
для Е1с и Е2с принимают вид 

'= Т̂ТГ'Е» = ( ^ " t ) ' йз = + : 

d^Ezc р Y2Y3 р I р |2 
d 4 (Гз + А )D t 

При этом происходит своеобразное перекрестное воздействие волн 
с частотами coi и ю2. Нелинейные правые части в (7) аналогичны реак-
тивным членам в уравнениях параметрического взаимодействия волн в 
средах с кубичной нелинейностью. 

При вырожденном трехчастотном взаимодействии ( E i = E 2 ) урав-
нение для Eic 

d2Elc _ „ Y? а х E l c = /пт, , АЧГЧ Е1 С | E l c j2 

d 4 1 " (2ГХ + A) D, 

имеет тот же вид, что и хорошо известное уравнение в теории солито-
нов и двумерных волноводов в кубично-нелинейной среде [1, 2]. 

Доказательство существования трехчастотных солитонов, предло-
женное в [6, 7], легко может быть превращено в алгоритм для числен-
ного определения структуры основных мод солитонов. В качестве при-
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мера на рие. 1 и 2 приведены рассчитанные этим методом амплитудные 
профили специальных солитонов для случая вырожденного взаимодей-
ствия импульсов на основной (со) и удвоенной (2о) частотах, а также 
профили интенсивности и фазы солитонов с отличной от (5) групповой 
скоростью. 

Рис. 1. Нормированные профили интенсивности 
связанных солитонов, распространяющихся без 
фазовой модуляции, в вырожденном случае 
((01 = сй2=0)з/2, Vj=Y) н а частоте coi (кривые 1) 
и на частоте (о3 (кривые 2), пунктирные линии 
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Рис. 2. Нормированные амплитудные и фазовые профили солитона на частоте 

as—A/Do 
<В1 = (о2=©з/2 при £2̂ =0. —-: / — 1, 2 — 2 и 5 — 5 

Формирование и проблема устойчивости солитонов. В общем слу-
чае можно говорить о взаимном захвате импульсов, когда при рас-
пространении в среде максимальные амплитуды волн ограничены не 
зависящей от z константой, что означает невозможность распада элект-
ромагнитного поля на невзаимодействующие волновые пакеты. 

Величина интегралов движения h и /3 позволяет найти интервалы 
изменения максимумов амплитуд волновых пакетов Mj(z) = m a x | £ j ( r i , 

Т) 
г) | . Они определяются неравенствами (верхний и нижний знаки соот-
ветствуют положительным и отрицательным Dj) 

D 

YJ/f 

vi max -— 
/ 4у3-1 Dj 

A | + A 

2YS 
(8) 



96 BECTH. MOCK. УН-ТА. CEP. ФИЗИКА, АСТРОНОМИЯ, Т. 19, № 4—1978 92 

Максимумы амплитуд волн могут колебаться в пределах Mfia < М}- < 
< M j , где 

Mj •mln M^qj 

/ 2 " 

ми,-
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M j = 1 + 
/ 2 V 

2 / 2  

f , 

2 / 2 
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J 4 
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tor
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0 2 4 6 ^ • 0 2'2 

Ф, (? ; 0,7) J 4 

Рис. 3. Самозахват трех импульсов в квазисолитоны. Показано изменение огибающих 
импульсов с расстоянием, пройденным в нелинейной среде: yi = 15, уг=20, у з = 3 5 ; 
Vi=0 , v 2 = 6 , V3=10; £>i = 2, D2=3, D3=5. В линейной среде (пунктирные линии) им-
пульсы испытывали бы дисперсионное расплывание и двигались с различными груп-
повыми скоростями. Изображены также траектории движения вершин импульсов со 
средними частотами coi ( / ) , ©2(2) и ©з (3) в линейной среде и в режиме самозахва-

та (с) 

M°j = ъП 
I Dj 

« ' - v W 1 - ^ ) ' Г 
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С=± 4it - max (V?/4Y/ | D, |) - (| A j =F Д)/2у«). 

Так как минимумы пиковых значений амплитуд M f i n больше ве-
личины, стоящей в правых частях неравенств (8), то в качестве до-

о 1 п 

^jM» 2 

•1 0 

4 

г 
3 -

2 1 

1, 1 
-1 1 Ь -1 1 

Рис. 4. Самозахват трех импульсов в квазисолитоны при Yi — у 2 = 2 0 , 
Уз=35, Vi= —1, V2=3, V3=0, Di—2, Dz=3, D3=5. Импульсы близки к спе-

циальным солитоиам, которым соответствуют пунктирные линии 

статочного условия взаимного самозахвата волновых пакетов можно 
использовать неравенство 

max — 
/ 4YJ IDj | 

Д | Т А 
2YS 

> 0 . (9) 

Процесс формирования квазисолитонов при выполнении условия 
(9) иллюстрируют результаты численных экспериментов, основанных 

4 ВМУ, № 4, физика, астрономия 

J 
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на решении системы (1). На рис. 3 и 4 изображены последовательные 
этапы распространения трех волновых пакетов с начальными гауссо-
выми профилями E j (rj, 0) — £ ; 0 exp (— г)2/т2). 

Показаны профили интенсивности и фазы связанных импульсов, 
а также фазовые профили специальных солитонов. 

Для сравнения приведены амплитудные профили импульсов на 
той же длине при их распространении в линейной среде. Представ-
лен также график, определяющий движение вершин параметрически 
связанных волновых пакетов. Из рисунков видно, что общая групповая 
скорость захваченных импульсов может быть близка к вычисленной по 
формуле (5) скорости специальных солитонов (которым соответствует 
траектория, отмеченная пунктиром). Это имеет место в тех случаях, 
когда определенная таким образом скорость ис имеет некоторое сред-
нее по отношению к групповым скоростям щ значение. При численном 
решении уравнений (1) входящие в них величины приводились к без-
размерному виду нормированием на толщину нелинейного слоя, пико-
вую амплитуду и длительность одного из импульсов, так что 

Т1б = Т]/Т, 2б = z/L, D/ = DyL/t2, 

v / = V j L / x , yf = у} E0L, E6j = Ej/E0 

(на рисунках индексы опущены). 
Пределы возможных колебаний максимумов амплитуд волн опре-

деляются величинами /3, h и значениями параметров, входящих в 
уравнения (1). Конечность этих интервалов при выполнении условия 
(9) позволяет в каком-то смысле говорить об устойчивости солитонов. 
Для строгого решения задачи нужно исследовать устойчивость солито-
нов по Ляпунову. При этом в качестве функции Ляпунова можно 
взять интеграл / 3 = c o n s t . Ранее уже отмечалось, что при фиксирован-
ных амплитудных профилях солитонов строгий минимум /3 достигается 
на специальных солитонах. Таким образом, можно говорить об устой-
чивости специальных солитонов относительно возмущений фаз. Более 
того, можно показать, что специальные солитоны устойчивы по отно-
шению к возмущениям произвольного вида, не меняющим энергии им-
пульсов. 
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