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О НЕКОТОРЫХ ОСОБЕННОСТЯХ 
КОЛЛИНЕАРНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
МОНОХРОМАТИЧЕСКИХ В О Л Н В СРЕДЕ 
БЕЗ ДИСПЕРСИИ 

В последнее время внимание многих авторов привлекает вопрос 
о нелинейном взаимодействии слабых гармонических сигналов с интен-
сивным шумом. В работах [1—4], посвященных изучению процесса 
взаимодействия монохроматических и шумовых волн, показано, что 
такое взаимодействие в нелинейной среде без дисперсии может быть 
причиной значительного дополнительного затухания звукового сигнала. 
Вместе с тем для объяснения многих особенностей этого процесса не-
обходимо более детальное изучение нелинейного взаимодействия плос-
ких монохроматических волн. Отдельные аспекты данной задачи не-
однократно рассматривались в отечественной и зарубежной литерату-
ре. Однако достаточно подробный анализ нелинейного взаимодействия 
слабой и интенсивной монохроматических ультразвуковых волн, кото-
рый необходим для выявления некоторых закономерностей распрост-
ранения слабых ультразвуковых сигналов при наличии в среде мощ-
ных низкочастотных шумовых возмущений, по существу отсутствует. 
Именно этому вопросу и посвящено данное сообщение. 

Пусть на входе в нелинейную среду задано возмущение в виде 

U (0, t) = Аг cos о \ t + А2 COS о>21, (1) 

порождающее две коллинеарные волны, взаимодействующие между 
собой в процессе распространения. Все теоретические расчеты будем 
проводить на основе уравнения Бюргерса, описывающего процесс рас-
пространения возмущений в вязкой теплопроводящей среде с квадра-
тичной нелинейностью 

dU , е ^ dU = b d2U  
дх ~' с2 дх 2ро4 ** ' 

где U — колебательная скорость, х — расстояние, с0 — скорость звука, 
х х — t , 8 — нелинейный и b — диссипативный параметры. 

со 
На "первом этапе исследования вполне естественно ограничиться 

изучением динамики изменения амплитуд волн только основных час-
тот col и суммарной Ш1+СО2 и разностной он—ой2 частот. При этом 
наиболее простые аналитические результаты, дающие при определен-
ных условиях достаточно хорошее качественное описание процесса, 
можно получить уже в рамках трехчастотного приближения. Для этого 
необходимо предположить, что в процессе; коллинеарного взаимодей-
ствия эффективно генерируется волна либо только разностной, либо, 
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только суммарной частоты, т. е. приближенное решение уравнения (2) 
при наличии граничных условий (1) ищется в виде: 

k=\ 

где Ak (х) = Bk (х) eiSk(ас)—комплексные амплитуды, изменяющиеся по 
мере распространения волн в среде, а ю3 полагается равным <oi-fco2 
либо <»1—©г. Укороченные уравнения для этого приближения получены 
в [5], где решается подобная задача и подробно рассматривается слу-
чай, наиболее интересный с точки зрения параметрического усиления, 
когда в среду, по которой распространяется слабая волна toi, вводит-
ся мощная волна накачки на частоте G)2(G>2>CDI). Наиболее просто эта 
задача решается в приближении заданного поля, когда можно прене-
бречь влиянием взаимодействия на саму волну накачки и ее истоще-
нием за счет генерации собственных гармоник. В этих предположе-
ниях в 15] получены выражения для амплитуд волн он и (о3=(о2—е>i 
(без учета диссипации) 

B1{x) = B1(0) chy*, 

В3(х) = ] / - ^ B x ( 0 ) s h Y * , (4) 
У % 

где 

у = ^ М Л о 1 Й > 3 , (5) 
2cf о 

Л 0 ' = Л W = const. 

При этом S j -I- S3 = — , (S2 = 0). 

/• Для нас, однако, интересен другой случай, когда в нелинейной сре-
де; происходит взаимодействие, слабой высокочастотной волны ©i с 
мощной низкочастотной волной ©2. Если ограничиться приближением 
заданного поля, считая в (3) Az(x) = = c o n s t = ^ 0 (правомерность этого 
шага мы обсудим ниже), и воспользоваться укороченными уравнения-
ми трехчастотного приближения из [5], то можно получить простые 
выражения для амплитуд, интересующих нас волн coi и CO3=<BI±(02, 
При этом в отличие от (4) вид решения существенным образом за-
висит от значения параметра 

|Д—61 й
 &<01 л &(©1±ю2)2 8Л„ т/—т ; г — г д е 6 = U А = • v 1 ~ , Y = 

2Y 2p0(f0 2р0с* 2cq 

При — > 1 получаем g ~ — ! — , где Re2 ^-р°С е Л°—число Рейнольд-
ов 2е Re2 Ьщ 

са для. волны о)2-
Здесь и далее верхний знак соответствует случаю, когда учиты-
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вается генерация только суммарной частоты, нижний —только разно-
стной. Итак; 
при £ < 1 . 

б+Д 

Вг (х) = Вг (0) - — — cos (аух ± ф), (6) 
а 

б+Д . 
2 

В3 (х) = ± Вг (0) \ Г J 5 sin аух, Y % а ' 

где ф = arc sin g, а = V 1 — I2; 
при I = 1 

б+А х 

В1(х) = В1( 0)е 2 ( l = F v * j . ( 7 ) ' 

В3 (X) = ± еВг(0)Ло(Щ±^)х е 

2?о 

• 6Н-Д • 
~~~ТгХ 

при I > 1 
б+А 

Вх (л) - Вх (0) е 2 Jch Ьух =F- | - sh byx^, (8) 

б+д 

В3 (х) = Bt (0) sh byx, 

где b * = V i * — 1. 
Наиболее интересен случай £<Cl, когда нелинейные эффекты про-

являются особенно сильно. Отметим, что вследствие интенсивного обме-
на энергией между взаимодействующими волнами амплитуды Bi(x) и 
В3(х) осциллируют в пространстве. 

Более корректный анализ взаимодействия должен, конечно, учи-
тывать одновременное образование волн как разностной и суммарной 
частот, так, вообще говоря, и других комбинационных частот. Однако, 
поскольку амплитуды волн комбинационных частот, отличных от сум-
марной и разностной, существенно меньше последних, можно ожидать, 
что исключение их из рассмотрения явится оправданным. Поэтому на 
втором этапе исследования ограничим рамками четырехчастотного 
приближения и будем искать решение уравнения (2) в виде 

U(х, х) = - L ^ [Ал(.х) еш*т + к. е.], (9) 
fe=i 

где 

®з = ®1 — ®2» С04 = + t»2, Ak (х) = Bk (х) eiSb(x) [(10) 

комплексные амплитуды. 
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После подстановки (9) в уравнение (2) получаем следующую сис-
тему укороченных уравнений: 

дА i - + б ^ = сссй! (Л2Л3 + Л2Л4) 

+ 82А2 = ащ (Л^з + А*А4) 

4- б3Л3 = cuogAxAl 
дх 
а л 

б 4Л4 = а©ьАхАъ 

дх 

дА2 

дх 

дАя 

дх 

(И) 

где а = i 
К 

Ч 
2Росо 

Из системы (11) легко могут быть получены соотношения: 

d\As\* , d\At\* 

d I Лч I2 

<й. 
d\A, I* 

ш4 

(12) 

о, 

Так как на входе в нелинейную среду Л 3 = Л 4 = 0 , то на началь-
ном участке взаимодействия ^ | Л 3 | 2 > 0 и г / | Л 4 | 2 > 0 , что с учетом (12) 

. При > 1 получаем \dE2 \<^.\dEi\ , где < d\At |» 

щ 
дает 
dEi и dEz — приращения энергии волн g>I и ю2 соответственно. При 
этом 4£i,<C0. Это говорит о том, что на начальном участке взаимодей-
ствия генерация волн суммарной и разностной частот происходит в 
основном, за счет энергии высокочастотной волны юь которая вследст-
вие этого, испытывает дополнительное затухание. Если кроме того 
£ , ( 0 ) « А ( 0 ) , то относительные изменения энергии волны со2 настоль-
ко невелики, что можно пренебречь изменением амплитуды волны ©2 
за счет взаимодействия. Используя решение Бесселя — Фубини для 
амплитуд собственных гармоник волны сог, легко также оценить рас-
стояния, на которых можно не считаться с потерями энергии волны сог 

на генерацию собственных гармоник. Так, при х < Хр*зр
 t где х] разр 

_ si , относительные изменения амплитуды первой гармоники за 
е | Л 2 ( 0 ) | с о 2 

счет нелинейных искажений не превышают 0,03. Таким образом, если 
выполнены все перечисленные выше условия, а естественное затухание 
волны сог на исследуемых расстояниях невелико (т. е. 62*<С1), мы 
можем воспользоваться приближением заданного поля, считая Л2 (х) = 
= const=Л 0 . Переходя к действительным амплитудам и фазам Ak(x) = 
= F,.(x)eCSk{x), из системы (11) получаем 
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дВг 

дх 
дВ3 

дх 
дВ4 

дх 
дуг 
дх 

дх 

+ = Р(ох (В3 sin yx + sin Ya) 

4 63B3 = — р ю ^ sin Yi 

- рсо4 Вг s4n Y2 

= P 

= P 

to, B3 — (03 
Bt 

Вг 
— (03 B9 

Bt — (04 
Вг 

Bt 
— (04 Co

 
*•

 

j cos Yi 4 -ф-cos Y2 
5, 

Bi \ , B3 <й4 —M cos Y2 + cos Yi 
Bt J вг 

(13) 

где Yi = Si —S3, Ya = S t — S4, 0 = &A0  

2 cl 
Если Вз(0) =5-4(0) = 0 , то совершенно аналогично тому, как это 

делается в [5] в случае трехчастотного приближения, можно получить 
я 

Yi — Y2 — — , что приводит к линейной системе трех уравнений 
для нахождения В и B s и 5 4 : 

дВ 
дх 

±- + 6 1 B 1 =f}a> 1 (B 3 -B 4 ) , 

дх 

дх 

+ М з (14) 

+ б4е4 = р а А . 

решение которой ищется в виде Bi (я) = с^ехр {g*} и может быть выра-
жено либо через тригонометрические, либо через гиперболические 
функции в зависимости от того, является ли g комплексной или дейст-
вительной величиной. 

Приведем здесь конкретный вид решения системы (14) для случая 
8Re 2 >- l . Тогда g принимает одно действительное значение gi=—рх 
и два комплексно сопряженных gz,3= — P z ± Q . При этом 

В{ (*) = btle-Pix + bi2e~p*x cos qx 4 bi3e~p'xsin qx, (i — 1, 3 , 4) (15) 

где коэффициенты Ьщ находятся путем подстановки найденного реше-
ния в систему (14) с учетом граничных условий 

Я 3 ( 0 ) = Я 4 ( 0 ) = 0 , 5 г ( 0 ) = В0. (16) 

Наиболее просто выражения для р1г р2, q и bik выглядят в случае 
е Re2 > 1 и - ^ - > 1 . Отбрасывая величины порядка ( — - — Y , ( - ^ -Л , 

со2 \ 8 Rea / \ сох / 

V ©1 / 8 Re2 \ % J \ е Rea / 

Вг(х) = В0еп* 

В3(х) = -В0е-Р* 

2 3 л/~ 2 r 1 
cos qx — (1 —cos qx) 4 -л — sin qx 

R2 R 

+ s i n < ? x 4 ^ ( 1 - c o s ? * ) ] , (17) 
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г д e p = 6 l + ?3 + 6 i , r = ^ - , R = e-Re2, 3 Шх 

.-•^^гО.-тг)--
Характерно, что как в трехчастотном, так и четырехчастотном прибли-
жении зависимость В ь 5 3 и 5 4 от начального сдвига фаз появляется 

только при условии «)2 = = — © ! = ©j со2 (мы считаем a>i>(02). 
Принятая нами модель взаимодействия, описывающая процесс ге-х 

нерации спектральных компонентов coi—<й2 и ct)i-j-a>2, совершенно исклю-
чает из рассмотрения волны других комбинационных частот. Однако 
по мере нарастания амплитуд волн суммарной и разностной частот 
начинается их эффективное взаимодействие с мощной волной сог, при-
водящее, в частности, к возникновению частотных компонентов coi—2а>2 
и 0)1+2(02- Определенный вклад в этот процесс вносит и' взаимодейст-
вие волны cot со второй гармоникой волны ©2, возникающей в среде. 
Взаимное влияние многочисленных волн комбинационных тонов внесет 
определенные коррективы и в Полученные выше выражения для 
амплитуд Bi(x). К сожалению, достаточно наглядные аналитические 
результаты, учитывающие перекрестные взаимодействия между вол-
нами всех комбинационных частот, получить не удается. Вместе с тем 
можно провести численные расчеты с учетом всех таких взаимодейст-
вий, оказывающих заметное влияние на результирующий сигнал. Для 
этого посредством замены 

( 1 9 ) ВРо'-О • 

от уравнения (2) перейдем к уравнению 
dV dW 

( 2 0 > 

Ь 
где а0 — з , р е Шенйе которого при наличии граничных условий (1) 

может быть записано следующим образом: 
00 

V(x, т ) = — ) = - Г er-K(^,n)dr], (21) 
2 у пах ,) 

—00 
где ••.'•" 

К(х, х, л) = eRe! cos о^т] + sRe2 cos ( а д + ф) + — —, 
4ao* 

Re{ = P°c°Ai (<p — начальный сдвиг фаз) . 
btDf 

Можно показать, что подынтегральная функция при <5iX-\-GzX<^ 1, 
е л 

где a i — —-Д;®»» имеет один максимум в точке которая находится 
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д 

из условия -̂ — Д" (А:, т, г]) = 0, приводящего к следующей функциональ-

ной зависимости: 
Лj ski ooĵ rjo 4- А2 sin (юаг]0 4- ф) = (22) 

-1-Х 

4 
В этом'случае основной вклад в значение интеграла (21) вносит 

окрестность экстремальной точки т]о. Применяя метод Лапласа, мы 

можем аппроксимировать функцию V(x, т) при х <. а _|_ а с любой 
наперед заданной точностью. Для нас она определяется желаемой точ-
ностью пбстроенйя соответствующего приближения для U(x, т) с уче-
том функциональной зависимости (19). При этом в любом приближении 
как в выражение V(x, т), аппроксимирующее функцию V(x, т), так и 
в получаемое из него по формуле (19) выражение U(x, х) войдет не-
явная функция Tio(x, t ) - От неявной функциональной зависимости мож-

CD k но избавиться, заметив, что при—— = — U (х, х) — функция периоди-
со2 I 

2 П 2JX 

ческая по х с периодом T = k—-=/ — . Раскладывая U(x, х) в ряд ; 

Фурье и совершая замену переменных 
со, ©2 

Т = — с X [Ах sin kt 4 Л2 sin (It + ф)], 
4 

что соответствует условию (22), получаем для коэффициентов Фурье 
следующие выражения: 

г 2 Я 

(X, Ло) sltin^-xdx = j-^U [х, л, (0 ] L (t) sin nit-А (Щ dt, 
о о 

(23) 
Т 2 Л 

Ьп = JL f U (х, "По) cos п - f - rdx = ± J. U [х, г]0 (Щ L (5) cos /г [£ - А (£)] dt, 
о о 

где L(£) = 1 — агх cos kt — а2х cos (It + ф), 

А (С) = sinkt + ~ ~ sin (It + ф). к I 
Амплитуды волн комбинационных частот вычисляются при этом по 

формуле (л) = l/[art(jc)]2 + f6w(^)]2, причем основным частотам ©i и 
о)2 соответствуют значения n—k и п==1, разностной и суммарной часто-
там— n=k—/ и и т. д. 

В проведенных нами численных расчетах были использованы пер-
вые два члена ряда, представляющего собой асимптотическое разложе-
ние функции V(x,т), что привело к довольно сложному выражению 
для U (х, т]о), которое- мы не приводим вследствие громоздкости. Это 
обеспечило точность расчета амплитуд Bi(x) комбинационных тонов 
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С)1 ±(1)2 И (Oi ±2(1)2 ДЛЯ X < 
1 не ниже 10%. Для малых значе-

2(cTi + a2) 
ний х эта точность была существенно превышена (так, при х< 

1 
8 а ^ она составила величину меньшую, чем 1%) . 

Результаты некоторых проведенных расчетов для воды представле-
ны на рис. 1—3. На рис. 1 изображены графики изменения с расстоя-
нием амплитуды слабой высокочастотной волны ( fx = = 12 МГц, 

\ 2я 
Вп = 6-Ю"2 см/с в случае ее 

ю2 тотной волной | /о — — 
V 2 я 

3-частотному, кривая 2 
приближению, кривая 3 — результат 
численного решения уравнения (2) при 
наличии граничных условий (1). Кри-
вая 4 соответствует затуханию волны 
©1 в отсутствие взаимодействия. 

На рис. 2, а представлены графи-
ки изменения с расстоянием амплиту-
ды волны разностной частоты (fi—/2 = 
= 11 МГц) для того же случая взаи-
модействия. Здесь прямая 1 — реше-
ние Римана во втором приближении, 
дающее рост амплитуд волн разност-
ной и суммарной частот с расстоянием 
[6]: 

взаимодеиствия с мощной низкочас-

1 МГц, А0 = 8 см/с j . Кривая 1 соответствует 

4-частотному 
вм 

В(х) 
24 

(©! ± о>2) А0В0х. (24) 

Кривая 2 соответствует 3-частотному, кривая 3—4-частотному прибли-
жению, кривая 4 — результат численного решения. На рис. 2, б пред-
ставлены графики изменения с расстоянием амплитуды волны сум-
марной частоты 13 МГц для тех же соотношений амплитуд взаимо-
действующих волн, что и на рис. 2, а. Нумерация кривых аналогична 
нумерации их на рис. 2, а. Уделяя главное внимание результатам взаи-
модействия волн, мы не приводим здесь зависимостей от расстояния 
амплитуд собственных гармоник мощного низкочастотного сигнала 
1 МГц, которые возникают на достаточно больших расстояниях от 
начала участка взаимодействия и вносят определяющий вклад в энер-
гию соответствующих частотных компонентов в конце этого участка. 

На рис. 1 видно, что волна OH В результате взаимодействия долж-
на испытывать сильное дополнительное затухание. Вместе с тем тео-
ретические расчеты предсказывают характерные осцилляции амплитуд 
волн основной и комбинационных частот с расстоянием, что является 
результатом интенсивного обмена энергией между всеми частотными 
компонентами. Период этих пространственных осцилляций L или, точ-
нее говоря, расстояние между двумя последовательными минимумами, 
достигаемыми амплитудами соответствующих частотных компонентов, 
может быть оценен с помощью аналитических результатов, получен-
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ных в 4-частотном приближении. Наиболее просто выражение для L 
выглядит при e R e a ^ l . В этом случае из (15) и (18) легко получить 

1—JL — уГ2п(^> 
8Ю1Л0 

(25) 

что достаточно хорошо согласуется с результатами численного решения 
уравнения (2). , 

Анализ полученных результатов показывает, что в случае ® R e 2 » 1 и 

©а ^ 1 амплитуды волн комбинационных тонов, возникающих в 

10 20 30 40 50 0 
а х,™ 

Рис. 2 

10 20 SO 40 50 
б КСМ 

результате взаимодействия, прямо пропорциональны амплитуде слабой 
волны; амплитуда мощной низкочастотной волны определяет дополни-
тельное затухание высокочастотной волны, 
быстроту нарастания амплитуд комбинаци-
онных тонов и период их пространственных 
осцилляций. Из формулы (25), кроме того, 
следует, что период пространственных ос-
цилляций обратно пропорционален частоте 
<oi. При этом в пределах 3-частотного и 4-
частотного приближений, а также при ис-
пользованной точности численных расчетов 
зависимость от начального сдвига фаз волн 
со 1 и «г отсутствует. 

Возникает также вопрос: какое коли-
чество минимумов для амплитуд волн ос-
новной и комбинационных частот предска-
зывает теория в каждом конкретном слу-
чае. Из выражения (25) видно, что Хр™р = 30 40 50 х.см 

т^2 0)1 . Отсюда следует, что при неболь- Рис. 3 
2л со,, 

шой величине отношения разрыв в мощной низкочастотной 

волне наступит раньше, чем амплитуды волн комбинационных частот 
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достигнут первого минимума. Для взятого в предыдущих расчетах 

соотношения = 12 получаем L 2,7. 
Таким образом, в соответствии с развитой выше теорией, спра-

ведливой при х<С*разр, в этом случае можно ожидать появления не 
более двух упомянутых выше минимумов. При этом осцилляции при 
заданном соотношении частот тем более ярко выражены, чем меньше 
естественное затухание высокочастотной волны на расстоянии до Яразр-
Поскольку величина Яразр обратно пропорциональна 0)2, а затухание 
высокочастотной волны пропорционально осцилляции будут ярче 
выражены при меньших абсолютных значениях частот a>i и <о2 (при 
больших, однако, значениях Re2 для тех же х). 

Все эти выводы могут быть достаточно хорошо проиллюстрирова-
ны кривыми зависимости от расстояния амплитуд волн основной и 
комбинационных частот для различных соотношений начальных ампли-
туд и частот взаимодействующих волн. Графики на рис. 3, представ-
ляющие, собой результаты численных расчетов, соответствуют следую-
щим частотам и начальным значениям амплитуд взаимодействующих 
волн: Д , = 6 - Ю - 2 см/с, /±== 12 МГц, Л 0 = Ю см/с, fz= 1 МГц. 

Кривая / (рис. 3) соответствует затуханию волны wi в отсутствие 
мощной волны 0)2, кривая 2 — при ее наличии; кривые 3 и 4 дают за-
висимость от расстояния амплитуд волн разностной и суммарной час-
тот, кривые 5 и 6 дают изменение с расстоянием амплитуд волн комби-
национных частот —2СО2 И o)i-f2o)2 соответственно. Все численные 
расчеты проведены на машине БЭСМ-6. 

В заключение авторы выражают благодарность И» Д. Антонову за 
помощь при проведении численных расчетов. 
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