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И. М. Аль Хамис (Ирак) ЭЛЕКТРОНОВ ЯДРАМИ 

В ОБОЛОЧЕЧНОЙ МОДЕЛИ 

Получены точные и приближенные выражения для поправки второго борновского 
приближения бММ к амплитуде упругого рассеяния электронов ядрами с учетом 
форм-факторов распределения заряда оболочечной модели. Показано, что в рассмат-
риваемом: приближении логарифмически расходящаяся по регуляризирующей массе 
фотона часть поправки может быть выделена, в фазовый множитель амплитуды. Влия-
ние регулярной части 6МС> на сечение первого борновского приближения иллюстри-
руется на примере ядра-мишени С12 графически. 

Упругое рассеяние электронов ядрами является важным методом 
изучения их электромагнитной структуры, в частности распределения 
заряда внутри ядра. В случае легких ядер обычно предполагается 
справедливость первого борновского приближения, при этом экспери-
ментальные данные непосредственно дают информацию о форм-фак-
торе ядра, являющемся фурье-образом пространственного распределе-
ния заряда. Рост энергии электронных пучков и соответствующее уве-
личение изучаемого интервала передаваемых импульсов, с одной сто-
роны, позволяет исследовать электромагнитную структуру ядер на все 
более малых расстояниях, а с другой стороны, ставит вопрос о роли 
поправок к борновскому приближению за счет многофотонных процес-
сов, так как появляются экспериментальные данные, не укладывающие-
ся в рамки механизма однофотонного обмена. Первое борновское при-
ближение становится недостаточным также в случае тяжелых ядер 
из-за сильного искажения падающей и рассеянной волн кулоновским 
полем. 

При обработке экспериментальных данных часто используется тра-
диционная техника фазового анализа, заключающаяся в численном ре-
шении уравнения Дирака при заданном законе распределения заряда 
ядра с помощью специально разработанных комплексов программ для 
ЭВМ [1]. В рамках теории возмущений это соответствует учету выс-
ших степеней разложения амплитуды в ряд по параметру ZA. Если при-
нять во внимание то, что ядро является составным объектом, имеющим 
определенный спектр возбужденных состояний, то подход в рамках 
теории возмущений оказывается более общим, так как он позволяет 
учитывать вклад в амплитуду рассеяния не только основного состоя-
ния (кулоновские статические поправки), но и возбужденных состоя-
ний ядра (дисперсионные поправки) [2, 3]. По сравнению с фазовым 
анализом этот подход обладает также преимуществом более наглядной 
зависимости от ядерных параметров. 

Впервые корректная поправка второго борновского приближения 
к амплитуде упругого рассеяния электронов на точечном кулоновском 
центре была получена методами теории возмущений в [4]. Действи-
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тельная часть указанной поправки определяет соответствующую добав-
ку doM-т? к дифференциальному сечению рассеяния, изв!естную как се-
чение Мак-Кинли и Фешбаха [5], которые получили его из точного ре-
шения уравнения Дирака в поле кулоновского центра. Мнимая часть 
этой поправки логарифмически расходится при стремлении регуляри-
зирующей массы фотона (параметра экранирования) к нулю, что 
обусловлено дальнодействием кулоновского поля. В [4] на примере 
рассеяния скалярной частицы во втором и третьем борновских. прибли-
жениях было показано, что подобного рода расходимости должны 
возникать в каждом порядке теории возмущений, но в конечном итоге 
они факторизуются в фазовый множитель точной амплитуды, и сечение 
рассеяния оказывается конечным. 

В настоящей работе, являющейся развитием [6], получено выра-
жение для статической кулоновской поправки 8М(С) порядка Za к ам-
плитуде M(V первого борновского приближения с учетом форм-фактора 
распределения заряда бесспинового ядра. Расчеты проведены для 
форм-факторов гауссового и оболочечного типов, удовлетворительно 
описывающих структуру легких ядер [7]. Показано, что содержащиеся 
в бМ<с> логарифмически расходящиеся члены в рассмотренном прибли-
жении могут быть выделены в фазовый множитель точной амплитуды. 
При этом поправка к сечению остается конечной, хотя она и зависит 
от способа выделения расходящейся фазы. Наряду с точными выра-
жениями приведены более простые приближенные формулы для по-
правки к сечению, справедливые до энергий электронов порядка 
50 МэВ. Результаты расчета иллюстрируются графически. 

1. Предполагая, что энергия рассеивающихся электронов достаточ-
но велика, а углы рассеяния не слишком близки к 0 и 180°, т. е. Е2, 
Р2, где Р=р-}-р ' , q = p'—р, р и р' — импульсы электрона до й 
после рассеяния, мы можем во всех расчетах пренебречь массой элект-
рона т. Тогда выражение для амплитуды упругого рассеяния электро-
на покоящимся бесспиновым ядром с точностью до членов ~ (Za)2 

представимо в виде 

= М(1) + б М(с) = и (р') у0 [ F (<?2) - G (Е, <?2)] а (р). 

О) 

М 

Здесь F (q2) — зарядовый форм-фактор ядра, 

G (Е, <?) = J+- Г —М F P 2 + 2 ( И ) ] , (2) 
1 № J E*-P + i0 (о? , т ( 2 , g24 W •f* + i0 ( ( 7 2 + S 2 ) (<?2 + б а ) 

причем 
q1==f —р, q 2 = p ' — f , q1 + q 2 =q , 

а б — масса фотона, регуляризирующая интеграл (2). 
Из (1) для дифференциального сечения найдем 

В дальнейшем мы воспользуемся стандартной моделью оболочек с 
потенциалом гармонического осциллятора, которая достаточно проста 
и эффективно работает в случае легких ядер с В этой мо-
дели зарядовый форм-фактор ядер lp-оболочки имеет вид 

F (<?2) = (1 - q*/ai) ехр ( - q*f2(&), (4) 

2* 
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где 

6 Z 2 А 3 

2 

4 А 3 

а — осцилляторный параметр, (г2) и (Гр) — среднеквадратичные радиусы 
ядра и протона. 

Как видно, форм-факторы такого типа приводят к появлению в се-
чении первого борновского приближения дифракционного минимума 
f (02)—о при <?2 = af. 

, Подстановка (4) в (2) дает 

Здесь 

G (Е, q2) = ( / 2 2 ^ / 0 2 + ho ) . ( 5 ) 

тп _
 1 г d3f р2 -f 2 (Pf) Y <ri + 4 \ (б) 

2 JF-P + tO 2а2 ' 

Способ вычисления подобных интегралов, а также точные и прибли-
женные выражения для них при т, п—0, 2 приведены в Приложении. 

Заметим, что рассматриваемый нами форм-фактор (4) в плоскости 
комплексного q2 является целой функцией порядка роста р = 1 и типа 
в = 1/2а|. Согласно формулам (21) и (22) Приложения порядок роста 
функции G(E, q2), определяющей поправку к форм-фактору F(q2) в 
борновской амплитуде, тот же р ' = 1 , тогда как тип ее о'—о/2. Послед-
нее приводит к тому, что вдоль положительной действительной оси qz 

относительная поправка R—G(E, q2)/F(q2) экспоненциально растет 
(см. также [8]) . Подобный быстрый рост радиационных поправок яв-
ляется по-видимому общей чертой некоторых полевых теорий с не-
локальным взаимодействием [9]. Этот результат находит подтвержде-
ние и в свойствах разложения в ряд решения квазипотенциального 
уравнения при выборе гауссового квазипотенциала [10]. 

Как видно из (23) — (26), интегралы /02 и 722 должны иметь лога-
рифмические особенности по регуляризационному параметру б. Пред-
ставим 

j /per . /нерег Т грег , /Нерег / 7 \ 
*02—J02 -f '02 » '22 '22 "Г-<22 • VV 

Тогда из точных формул Приложения для нерегулярных частей (7) 
найдем следующие выражения: 

T g P - . f a . - C - t a f i W - . J ^ , ( 8 ) 
2 4 

Отсюда для нерегулярной части 

G(E, q2) = <Зрег (Е, q2) 4- <?нерег (Е, q2) (10) 
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будем иметь 

GHeper (£, g2) = 21 я2 ( y ) F ^ 

Таким образом, амплитуда (1) принимает вид 

м = ( • " <"'> V { ' ( Л [:1 - и , i n ( • f ) ] -

- ( ^ г ) е г ( £ , , ' ) } а ( р ) . ( 1 2 ) 

С точностью до Z a это выражение совпадает с 

—IZA Т / Л ] 
М = е V м р е г _ (13) 

Причем регулярная часть амплитуды в рассматриваемом приближении 
имеет вид 

м р е г = ^ £ 0 _ j - ( р , } y 0 _ ^ ^ G p e r ( £ . g 2 ) J в ( р ) > ( И ) 

Этим результатом и следует пользоваться при оценке вклада двух-
фотонного обмена в сечение рассеяния (3). 

2. В общем случае для Gver(E, q2) аналитические квадратуры не-
возможны, поэтому мы рассмотрим здесь случай относительно невысо-
ких энергией: E/a2<til. В низшем приближении 100 оказывается чисто 
действительным и расходящимся при а2-+°о (переход к точечному 
ядру). При учете следующих поправок найдем 

г / р е г ^ о 7 / ~ з / , 2 Р* Е Р * \ I я г \ (15) 

Интеграл /о!Р в случае точечного ядра оказывается конечным и в низ-
шем приближении по E/az равен 

я 2 

Аналогично для III* получим 

<17> 
В пределе точечного ядра действительная часть (17) совпадает с ре-
зультатом, полученным в [4]. 

На рис. А приведены зависимости относительной поправки 

Я = - о * 

к сечению первого борновского приближения при различных энергиях 
падающих электронов в случае ядра-мишени С12 (ai = l,82 фм -1 , а2— 
= 0,83 фм - 1) . Сплошные кривые получены на основании точных фор-
мул для интегралов I m n из (21), (23) — (26), пунктирные—на основа-



54 ВЕСТН. МОСК.ТУН-ТА. CER.: ФИЗИКА; АСТРОНОМИЯ, Т. 19, № 5—1978 

НИИ приближенных формул (15) —(17). Как видно из рисунка, в рас-
сматриваемой области энергий £<;100 МэВ относительная поправка R 
не превышает 2% и максимальна по величине при больших углах рас-
сеяния 120°. Как отмечалось выше, с ростом энергии Е поправка R 
быстро растет по величине: при £ ' ^ 4 0 0 . МэВ в области больших углов 
9 >150° она начинает превышать вклад первого борновского прибли-
жения, что делает необходимым учет в амплитуде рассеяния членов 
~ (Za)3 и выше. 

120 160 
в, град 

d<3 
-33 dSL' 

М/стерад 
10 

10 
-34 

-35 
10 

-36 10 
50 30 130 

9,град 

А: Угловые зависимости относительной поправки R порядка Za к сече-
нию первого борновского приближения при энергиях падающих электро-
нов Е: 1 — 10, 2 — 25, 3 — 50, 4 — 75, 5 — 100 МэВ в случае ядра С12. 
Пукк^иром показаны соответствующие приближенные зависимости (15) — 
(17); Б: Угловые зависимости дифференциального сечения упругого рас-
сеяния электронов на ядре О12 при £ = 2 5 0 МэВ во втором (сплошная 

кривая)' и в первом (пунктирная кривая) борновском приближении 

На рис. Б приведены угловые зависимости сечения упругого рас-
сеяния электронов с энергией £ = 2 5 0 МэВ на ядре С12. Сплошная кри-
вая получена'численно на ЭВМ по точным формулам для 1 т п и учиты-
вает вклад в сечение наряду с интерференционным членом ~ (Za)3 

также и члена |6М С ) | 2 ~ (Za)4, который дает главный вклад в области 
дифракционного минимума F(qz)—0. Пунктиром показано соответст-
вующее сечение в первом борновском приближении. Как видно, учет 
поправки б-МФ приводит к некоторому смещению положения дифрак-
ционного минимума в сторону малых углов рассеяния и к заполнению 
его, которое быстро увеличивается с ростом энергии падающих элект-
ронов. 

Приложение. Благодаря присутствию быстро убывающей гауссовой экспоненты, 
регуляризованные интегралы (6) хорошо сходятся на действительной оси /. В то же 
время неограниченный рост подынтегральной функции вдоль мнимой оси плоскости 
комплексного / создает некоторые трудности при их вычислении. Предлагаемый нами 
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способ вычисления этих интегралов 1 основан на использовании определенным образом 
подобранного спектрального разложения. Для примера вычислим подробно простейший 
из интегралов (6) при т=п=0: ilid̂ [pi+2(p,)lexp (19) 
Раскрыв q[ + = 2 £ 2 + 2/2 — 2 (Pf) и выполнив - интегрирование по углам в по-
лучим 

• —00' • 

где введены безразмерные величины 

1 q Р Е t+=—9±t, k: 
2 Й2 Й2 «2 

Применение в (20) преобразования 

2 -Ь» 
= — — f e-u2-2lui±du 

У я J 
. — м 

с последующим изменением порядка интегрирования позволяет замкнуть контур инте-
грирования по i в зависимости от знака и.либо в. верхней, либо в нижней полуплоско-
стях и применить тебрему о вычетах. Оотайщийся интеграл по и. являете? табличным. 
Выполнив аналогичные вычисления для , содержащего дополнительную угловую 
корреляцию (Pf), найдем окончательно 

2л У л 
/оо = "р" e-k°'4 [(1 - р *_) Ф (х+) + (1 - Р *+) ф (х-)]• (21) 

Здесь х± = — р ± е , а используемые также- и ниже функции Ф следующим образом 

связаны с вырожденной гипергеометрической функцией i /4: 

(3 „ Д i -i/~ л —v 
1; ~7р — 4 J =F ~2 в / • НЯ2) 

С помощью известного метода Фейнмана параметризации подынтегрального' вы-
ражения, содержащего в знаменателе произведение квадратичных полиномов (см., на-
пример, [13]), вычисление интегралов /02 и /22 может быть сведено к рассмотренной 
задаче вычисления /0о, но уже с кратными полюсами. В результате для /02 получим 
выражение 

1 .- . . . . . . . . . . . ... .. . •••> 
/02 = — 2я / я Й2 рз e~k*l4 \ — {— to + [/с — sy+ (s — /г/+)]Ф (у+)+ 

" о :> 

+ ]Ф (*/_)}, (23) 

1 Следует отметить, что использованное в (11, 12] преобразование Лапласа в 
рассматриваемом случае оболоченных - форм-факторов из-за отсутствия обратного пре-
образования неприменимо. Преобразование' Лапласа может быть эффективно лишь 
для функций, растущих не быстрее линейной экспоненты. .а: ,;. ; /г.:; .х 
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У± 2 

в котором 

= - J - s ± c , s = [/apa + (l — *)2А:2]1/2, 

С 
с = [ ^ е а — ( 1 — Д 2 —tOJ1/2, Д = . 

<h 
Для /аа будем иметь 

1/2 h / м =
 8 Я ^ Р 2 e~feI/4 J d t l J ^ Ja2 ( f l f /2), (24) 

где 

Здесь 

ft. 4) = (1 + /Ц> + (1 -2tx) /<2), 

^ f f ^ - ^ T i l ^ H - ^ - 4 & г 1 ) Ф ( г _ ) - ( г + : 4 & ф Ф ( г + ) ] , (25) 

4V = 1 " + (Ь - r*L) Ф (г_) + (6 + л ф Ф (г+)]. (26) 

z± = ~ r ± b, г = [ ( 1 - 2 ^ ) 2 р 2 + 4 t | /г2]1'2, 

Ъ = [*2 Р2 -F t\ № + (1 — 4*J) Е2 — 2h ДА — T0]1/2. 

Бесконечно малая мнимая добавка в выражениях для b й с должным образом задает 
правило обхода точек ветвления. 

В заключение остановимся на выделении из интегралов (23) и (24) нефязических, 
расходящихся при 6-+0 членов. 

После некоторых алгебраических преобразований из подынтегрального выражения 
(23) можно выделить часть, содержащую особенность в знаменателе: 

1 

4 = - /я 2 ^ р2 j dt ch (sc) е-*-**. 

О 

(27) 

Принимая во внимание, что 

(2 — t) е-0*-3*'* ch (sc) |с=0 = 2е~кг/4 + О (Д), 

истинно сингулярную часть (27) запишем в виде 
1 

dt 
4 = - i t f аз 9*e~ktl> J — . (28) 

о 

Вычислив этот интеграл и воспользовавшись тем, что 2 

придем к формуле (8) для . 

2 Присущая второму борновскому приближению неоднозначность в выборе ло-
гарифмически расходящейся фазы устраняется самосогласованным образом при учете 
высших порядков. 
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Совершенно аналогично сингулярная часть интеграла (24) может быть записана 
в виде 

V* о '» » 2i п* _kt/4 (' —'/4 С . 
I22 = - ^ - p * e */4J dtxe * J dt2X 

О 0 .. 

X j- [ (1 - —J (1 + [2tJ (6 - / J - (1 + 2 ^ ) ] , : (29) 

где г* — г2 ^—0= k2 (4?i—1). Выполнив в (29) интегрирование и выбрав должным об-

разом расходящийся логарифм, придем к формуле (9) для /^^.Одновременно, отбрасы-

вая члены порядка Е/а2 и выше, получим также формулу (17). ; 
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