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Г. Е. Горелик О РАЗМЕРНОСТИ ПРОСТРАНСТВА, 
ОСНОВАННОЙ НА МЕТРИКЕ 

Предложен новый подход к размерности пространства-времени, позволяющий 
учесть возможность изменения размерности в зависимости от масштаба явления. 

В физике существуют серьёзные основания считать осмысленным 
следующее утверждение. Для явлений достаточно больших пространст-
венно-временных масштабов пространство-время — 3 + 1-мерно, а для 
достаточно малых —дискретно (например, нульмерно, или по крайней 
мере не 3 + 1 -мерно) [1]. Другая возможность на малых расстояниях — 
отсутствие вообще определенной размерности ([2], с. 40). «Большие» 
и «малые» масштабы может, определять, например, фундаментальная 
длина ([1], с. 251). 

В настоящей работе, во-первых, демонстрируется, что в рамках то-
пологических представлений о размерности пространства невозможно 
даже моделировать подобную ситуацию, т. с. согласовать 3+1-мерную 
(«в большом») и возможную дискретную («в малом») структуры про-
странства и учесть возможность изменения размерности при изменении 
масштаба явления. При этом следует отметить, что математически наи-
более общее в настоящее время представление о размерности прост-
ранства; существует в топологии. [3]. С другой стороны, наиболее глу-
бокое описание структуры физического пространства осуществляется 
сейчас на топологическом языке [4, 5]. 

Чтобы пояснить сказанное выше, рассмотрим такой пример. Пусть 
множество D3(а) —бесконечная кубическая решетка с шагом а в трех-
мерном евклидовом пространстве £3, т. е. множество всех точек с коор-
динатами (k\a, k2a, k3a), где ki — целые числа. Можно было бы ожи-
дать, что множество D3(a) при достаточно малом а (или точнее, при 
рассмотрении подмножеств D3(a), больших по сравнению с а) доста-
точно хорошо приближалось бы по свойствам (и, в частности, по раз-
мерности) к Е3. Однако с точки зрения топологии подобное утвержде-
ние бессмысленно. Действительно, три основных определения размер-
ности itid, Ind, dim ([3], с. 160, 164) совпадают даже для более широ-
кого класса пространств, чем евклидовы пространства, многообразия 
и любые их подмножества. Топологическое определение размерности 
по существу локально, т. е. относится к «сколь угодно малой» окрест-
ности точки, и не может «заметить» переход через какой-то выделен-
ный масштаб а. В силу этих определений размерность «пространства» 
D3(a) равна нулю независимо, разумеется, от величины а. Более того, 
даже пространство, состоящее из всех рациональных точек Е3 (т. е. то-
чек, у которых все координаты — рациональные числа), нульмерно,хо-
тя такое пространство кажется вообще физически неотличимым от Е3. 

Рассмотренные простые примеры свидетельствуют о невозмож-
ности сделать осмысленным в рамках топологических представлений 
приведенное в начале статьи утверждение. 
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В связи с этим в настоящей работе предпринята попытка дать 
такое определение размерности, которое могло бы учесть возможность 
изменения размерности пространства в зависимости от масштаба явле-
ний, и в то же время было бы эквивалентно обычному определению в 
соответствующем пределе (т. е. для евклидова пространства и много-
образия). Обычное определение размерности многообразия (простран-
ства-времени общей теории относительности) связано, как. извеЬтно, с 
возможностьюгомеоморфного отображения евклидова пространства^ 
на некоторую окрестность каждой точки многообразия. Предлагаемое но-
вое определение размерности основывается на анализе и обобщении сле-
дующей геометрической идеи: в /г-мерном евклидовом пространстве Е п 

необходимо зафиксировать равно п точек, чтобы положение любой дру1 

гой точки можно было бы задать полностью с помощью задания п ве-
личин— расстояний до фиксированных точек. Это утверждение остает-
ся справедливым, если слово «расстояние» заменить на «пбевдоевклй-
дов интервал». . • . .,,-

Перейдем к систематическому-изложению. 
Как известно, риманово многообразие можно описывать с помощью 

двухточечной симметричной вещественной функции — инт'ёрв^ла (ми'-
1 •;•/)!,.'.;:'.• д 

ровой функции Синга [6]) / (р , q)—Jds, где интеграл берется по геО> 

дезической. Это описание эквивалентно в определенной смысле [б] 
обычному описанию с помощью метрического тензора. В дальнейшем 
будем опираться на обобщение именно интегральной величины 1(р, q). 

Назовем п р о с т р а н с т в о м множество точек W с заданной на 
нем двухточечной симметричной вещественной функцией — и н т ё р в а * 
л о м / : WXW-^E*. Свойства функции / уточним позже. Пока доста-
точно считать, что обычная метрика (Фреше), индефинитная метрика 
в пространстве Минковского и их римановские обобщения, обладают 
этими свойствами. 

Основным для дальнейшего будет понятие базиса в множестве 
Mc:W. Возможны по крайней мере три определения базиса (приведем 
их в порядке усиления). ;; 

Совокупность принадлежащих М точек ( br) , г= 1,..., п, образует 
б а з и с в М, если I 

1) для любой совокупности из п чисел (ir) множество { р е 
Е М : (1т (р)) = (ir)} содержит не более двух элементов. Здесь и далее 
/г(р)=/(р, ь г ) ; : 

2) для любой точки р е М существует функция fP,M от п непрерыв-
ных и одной дискретной переменных такая, что для любой; точки ^ е М 

I (p,q)=fP,M(... , Ir(q), ... ,о); 
3) существует функция FM от 2п непрерывных и двух дискретных 

переменных такая, что для любой пары точек р, q ^ M , , 

I(p, q) = FM(.. . ,Ir(p), .:.',<*„; ... ,1г(яЬ • • • » ;; 
Физической р а з м е р н о с т ь ю м н о ж е с т в а М (фсИтМ) 

назовем минимальную мощность базиса в М. Таким образом, если М 
п-мерно, то каждой точке из М можно приписать /г+1 число: п «рас* 
стояний» до «опорных» точек базиса и дискретный параметр ( J ^ i t l ; 
показывающий, в какой стороне от «гиперплоскости», определяемой ба-
зисом, находится эта точка (здесь естественным образом появляется 
двузначный параметр). И наоборот, каждому такому набору из /г+1 
числа соответствует не более одной точки, принадлежащей М. 



60 BECTH. МОСК. УН-ТА. СЕР. ФИЗИКА, АСТРОНОМИЯ, Т. 19, J6 5—1378 

Следует отметить, что в определениях 2 и 3 не подразумевается, 
что интервал — обязательно число (а не оператор, например). Это дает 
возможность приспособления этих определений к квантовой теории. 

В случае, если пространство лишено какой-либо метрической сим-
метрии, эти определения должны быть естественным образом обобщены. 
Надо рассматривать множество М одновременно со всеми его 6-дефор-
мациями и определить размерность множества М с точностью до б как 
характеристику класса всех б-деформаций Ма . 

Базис:порождает естественным образом с и с т е м у о т с ч е т а 
(координат): координатами являются интервалы до точек базиса. Рас-
смотрение только таких систем отсчета, которые порождены всевозмож-
ными базисами, дает естественное ограничение на произвол в выборе 
системы отсчета и приводит в 4-мерном случае к группе, характери-
зуемой 16-ю непрерывными и 4-мя дискретными параметрами (в отли-
чие от обычной оо-параметрической группы ОТО). 

Базис можно также использовать для определения понятия после-
довательности Коши. Назовем последовательность точек Хи п о с л е д о -
в а т е л ь н о с т ь ю К о ш и, если хотя бы для одного базиса (br) после-
довательности чисел Ir(Xh)—последовательности Коши для любого г. 
Это позволяет ставить вопрос о м е т р и ч е с к о й (а не только геодези-
ческой) полноте псевдориманова пространства, что может быть важно 
при исследовании сингулярностей в ОТО, так как известна неоднознач-
ность, Связанная с геодезической полнотой [4]. 

Чтобы иметь возможность говорить о свойствах пространства в ма-
лом, введем (в качестве размера пространственно-временной облас-
ти Ш) п р о с т р а н с т в е н н ы й и в р е м е н н о й д и а м е т р ы М: 

• ^ " ' > > 4(М) = sup/ (р, q), d2
t (М) — — inf / (р, q); p,qe=M. 

Эти величины вполне естественны, так как в физике следует рассмат-
ривать В'ЗайМовлиянйё- всех событий, участвующих в некотором фйзичё-
ском явлении, т. е. должны быть малы по сравнению с фундамёнталь-
йШ;*яШн®>й''Всё 'попарные «расстояния» событий, участвующих в неко-
тором явлении, а не только «расстояния» до какого-то одного события. 
Выроэ&йёйным является только множество событий, лежащих на каком-

Шетовом : 5 луче;-- но'-• оно же физически нереально (потому что 
«в любом взрыве осколки разлетаются в разные стороны»). 

'." Назовём р,т-окрёстностью точки р всякое множество й (р; р, t ) 
такое, что p e Q , ds>t(Q)<Р> т > 0 и Q — максимальное множество тако-
го рода, т. е. к нему нельзя Добавить ни одной точки без нарушения 
этих свойств. В случае обычной метрики (Фреше) для любого т > 0 
Q(pM, р, т) —шар радиуса р. В случае интервала в п+1 -мерном 
(в обычном смысле) пространстве Минковского Q(p; р, т) —цилиндр 

S»(P )X [0 , т] или фигура, полученная из этого цилиндра с помощью 
произвольного «преобразования Лоренца». 

Система окрестностей {Щр; р, т)} порождает топологию (в рима-
новом пространстве обычную). В общем случае следует потребовать, 
чтобы интервал порождал хаусдорфову систему окрестностей и чтобы 
из О (р; р, T)crQ(pi; pi, iri) следовало бы p<Cpi и т ^ т ь 

Отметим,'что Л-топология в ОТО (предбаза которой— всевозмож-
ные конусы прошлого и будущего), использующая только причинную 
структуру пространства, совпадает с топологией многообразия лишь 
при некоторых условиях [4]. 
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Назовем е-сетью в W всякое множество 2 е с : № такое, что для 
любой точки и любой ее е-окрестности Q(p; е, е) найдется точка 
^ e S e , принадлежащая Q(p; в, е). 

Рассмотрим теперь Еп, интервалом в котором можно в дальнейшем 
считать и обычное евклидово расстояние, и псевдоевклидов интервал. 
При этом Е-сеть в Еп как нечто я-мерное характеризует 

Т е о р е м а . Пусть 2 е — s-сеть ъ Еп п М а 1>е. Тогда 

V 6 3 D ( M = Щр; а, Ь)Да, Ь > D ) =4<pdimM6 = п. 

Приведем простые п р и м е р ы . 
1. Множество параллельных прямых в Ег (плоскостей в Е3), от-

стоящих друг от друга на расстояние а, в больших масштабах (т. е. 
при ds,t(M)~>a) 2-мерно (3-мерно), а в малом 1-мерно (2-мерно). 

2. Множество точек в Еп с целочисленными координатами в боль-
шом (по сравнению с единицей) /г-мерно, а в малом нульмерно. 

С помощью понятия базиса можно ввести определение размернос-
ти множества, более «плавно» меняющейся в зависимости от его раз-
меров, связывая размерность со степенью неопределенности задания 
положения точки. Так, неопределенность задания положения точки в 
«дискретном» пространстве, образованном кубической решеткой в Е3, 
с помощью базиса из одной точки возрастает при увеличении масшта-
ба а как а2, при базисе из двух точек — как а, при базисе из трех то-
чек — не зависит от а; но даже при базисе из одной точки эта неопре-
деленность не обращается в оо ни при каком а. Поэтому базиса из од-
ной точки становится «не достаточно», лишь когда эта неопределенность 

а2) достаточно велика. 
Сейчас модели теории поля или удержания кварков изучаются 

иногда для 1 + 1- или 2+1-мерного пространства с намерением пере-
нести получаемые результаты на «реальный» 3+1-мерный случай; при 
этом в случае меньших размерностей проблемы расходимостей сни-
маются и удается естественным образом удержать кварки. Развивае-
мый подход позволяет рассматривать это как свидетельство меньшей, 
чем 3+1, размерности пространства на малых расстояниях точно так 
же, как устойчивость планетных орбит и спектр водорода связываются 
с 3+1-мерностью пространства в соответствующих масштабах [7]. Воз-
можно следует не пытаться переносить n-мерные ( л < 3 + 1 ) результа-
ты в современной физике на случай п = 3 + 1 , а развивать «маломер-
ную» физику и научиться согласовывать ее с обычной 3+1-мерной. 

Корректная реализация идей фундаментальной длины, дискрет-
ного пространства, безусловно, возможна только при участии кванто-
вых представлений. В квантовом варианте аппарата, который выше 
описан для классического случая, роль базиса может выполнять пол-
ный набор метрических операторов / (р, q). В перестановочных соотно-
шениях, определяющих некоммутативные свойства алгебры операто-
ров, должна появиться Я, фундаментальность которой может быть свя-
зана именно с ее «геометрическим» происхождением. 
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