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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ЧЕТЫРЕХ ЧАСТИЦ 

В КВАНТОВОИ МЕХАНИКЕ 

В настоя:щей работе рассматривается задача о рассеянии четырех 
нерелятивистских частиц, взаимодействие которых задано двухчастич
ными, трехчастичными и четырехчастичными силами. Предполагается, 
что указанные типы взаимодействия могут быть описаны некоторыми 
функциями (потенциалами) в импульсном пространстве. Если обозна
чить через (k 1k 2k 3k4 ) и (k~k~k~k~) импульсы частиц 1, 2, 3, 4 до и пос-
ле взаимодействия, то потенциалы двух-, трех- и четырехчастичных сил 
могут быть определены функциями 

V11 (k1 k1; k; k;) (i, j = 1, 2, 3, 4), 

V11z(k1k1ki; k; k;k;) (i, j, l = 1, 2, 3, 4), 

V12з4 (k1 k2 k 3 k4; k; k; k; k~), 

вид которых выбирается на основе моделей (1-5] .. В такой постановке 
система четырех частиц будет задана гамильтониЗ.ном 

Н==Но+ V, 
где 

v == ~ v и+ I vljl + V1234• 
i< j i<j<l 

Решение данной задачи предлагается находить в рамках метода 
суммирования диаграмм, который позволяет получать систему инте
гральных уравнений для амплитуд переходов из одного канала (воз-
можного асимптотического состояния) в другой [6, 7]. ' 

В методе суммирования диаграмм исходным является уравнение 
для оператора временной эволюции в представлении взаимодейс.твия 

i дU~; to) = V(t) U(t, t0), (\) 

где зависящий от времени оператор взаимодействия частиn в системе 
определен в виде 

4 

V(t) = I vlj (t) + I vijl (t) + V1ш (t). 
i<.J i<j<l 

/ 



24 
Каждый из операторов .ViJ (t), V;Ji (t), V12з4 (t) задан в пространстве 
вторичного квантования: 

vlj (t)= I, , at ( Ptt t) at (pj, t) vlj(Pt -pj; р~ - Р/) х 
P1PjPlPJ 

Х al (р;, t) а1 (Pj t), 

V111 (t) =· ~ at (pi, t) at (Р1, t) at (pz, t) V11z (р1, pi, Pz; Р; Р;Р;) Х 
PtPjPl 

р~ Р.; р'~ 

V12з4 (t) = ~ 
Р1Р~РзР• 

р~ р~р;р~ 

Х V1ш(Р1Р2РзР4: р;р;р;р~)а1 Са;, t)a2(P~, t)аз(Р~, t)a4 (p~. t). 

Здесь операторы а1 (k, t) и at (k, t) являются операторами уничто

жения и рождения частицы i с импульсом k в момент· времени t. 
Известно, что оператор Т рассеяния частиц в системе связан с опе

ратором временной эволюции И (t0 , t) соотношением 

Т= lim U(t0 , t) - 1. 
t-+"" 

, t0 -+-oo 

Отсюда на основании решения уравнения ( 1) с правильным учетом 
граничных условий в уравнении Шредингера можно найти оператор Т 
и,· следовательно, амплитуду рассеяния четырех частиц. Запишем опе
ратор взаимодействия V (t) в виде 

V (t) == ~ Vt1, i' г (t) + ~ VlJi (t) + V12з4 (t), 
. lJ,(I' /' l/l 

Vl/, t'l' (t) = Vll(t) + Vi'I' (t). 

Такое представление оператора V (t) позволяет записать оператор Т 
в виде суммы [7] 

где 

Tlf, l'J' = tlj, i'j' + tц, l'j' С { L. ! Т тп, т'п' + Т12з4 + ~ Т тпq} , 
. mn""ti . mnq 
' m'n'=f=l'J' ' 

Tljl == tljl + tljl с 1

{ I т тп, m'n' + 'I Tmnq + Т12з4 } ' 
. тп, т' п' mnq+ljl 

_T12з•==t12s4+t12з4C { ~ Ттп,т'п'+~ Ттпq} 
mn,.m'n' тпq 

(2) 

и 
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Символы с в уравнениях (2) обозначают произведения функций Гри
на отдельных частиц: 

с == П {-_1 s de1 Е 1 . } . 
i 2-;ci · el - Pl + t't 

Символ Q9 в (2) обозначает произведение операторов, определяющих 
рассеяние част.иц в независимых подсистемах. 

Заметим, что операторы t1j, t111, t1234 в (2) имеют представления 
вида 

00 (--i)n DO , 00 , 

fij= I~ S dt1··· S dtnP{Vij(tt) ... Vlj(tn)}, 
п-1 • -оо -оо i 

оо ( _ i)n оо оо . 

f12з4 == ~ --;! S dt1 ·•· J dtn Р { V123, (t1) ••• V12з-1 (tn)}. 
п-1 • -ое -оо 

Имея в виду представление (2) для операторов ltj, t'J' запишем 

Tt1, t'J' = TiJ + Tt'J' + T1ug;t'j'· • 

Отсюда имеем следующую систему для вспомогательных оператор?в 
Ttf' TiJl• Tщg;t' j', 112з4: 

Т,1 == ttJ + t 11c { ~ Ттп + ~ Т mп®m'п' + ~ Ттпq+t12з4} ~ 
. l}=Fmn=Fi' j' l/Фmn, т' п' +l' j' тпq 

Tti®l'i' - t11 ® ft'i' + t11 <8)ti'1· с{ ~ Ттп + 
· if c/=mn+l' i' 

+ . ~ Ттп0т'п' +L ттпq+ т1234}' 
l/=/=mn, m'n'=l=l'j' mnq 

Tljl = tljl + tijl с { I ( т тп + т mn(i!Jm'n') + L ттпq + Т12з4 } ' 
тп, m'n'. ijl=Fmnq 

Т12з4 = t12a4 + t12s-1 с {_L Т тп + ~ Т mп®т'п' + ~ Ттпq ·} . 
. тп тп, т'п' тпq 11 

Перейдем от вспомогательных операторов к оператор~м каналов. 
Очевидно, что T11®t'J' и Т1234 уже есть операторы кцналов. Дальней-
шему исследованию подлежат· операторы Т11 и TlJ1, которые являются 
операторами смешанных каналов. 

Оператор Т 11 после однократной итерации может быть представ-. 
"1ен в виде / 

Т0 = ТП> + Tij + Tij , 
где 

тп) =tlj+ tljc { ' ~ Tmn®m'n" + I т тпq + Т12з4 } ' 
lf=Fmn, m'n'+l'J' mnq 

\. 
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Т.: 1 •2 = Li tljctki+t1jC ~ tk1c{ ~ (Ттп+ 
lJ klC1J1,2 klOJl,2 mrr:,~=::! l' 

+ Tmn®~'n' ) + Т1ш + ~ т тпq) + tijc tljt с f ~ ттпq + I . Ттп)· (3) 
· · mnq lmnq'1=ijt mncJ:11t 

Здесь символы flt, fl 2 обозначают подсистемы трех частиц, включающие 
пару ij. Последовательными итерациями операторов Т тт тп С "f/1,2 и 
Т тпq' mnqCYJ1,2, уравнение (3) для· операторов Т~ может быть приведено 
к виду 

тi; = ~ м~. kl + ·~ м~.kt с { L " ( т~~ + ~ Ttzп) + 
klC71 kLCТJ mn.Pkl, k l µ..=l='IJ , 

mnq:'IJ 

+ L Tmn®m'n' + I т mnq + т"" } + мр,, ijt + 
kl4=mn, m'n' =t=k' l' mnqcJ:ТJ 

+ Mij, ijt С { ~ Т тп + ~ Т тпq -f- ~ Т mn®m'n' + Т12з4) · 
mnct:'IJ mnq=t=l~t тп, m'n' 

Операторы Md, ~ задаются следующими соотношениями: 

м~. и= тij. и; м~. jl = тl/. jl; 

М~. lj :..= tij с (Til, ii + T 1z. ii + Tijl, lJ); 

1Mji, tit == Tij, ljt, .. 

где операторы Tijl удовлетворяют уравнениям, полученным в задаче 
трех тел с учетом трехчастичных сил: 

Та,~== fu. С ~ Т1, ~' CJ.-=/= ~' 
1+« 

Т и., и.= fu. + fu. С ~ Т 11 и. , 
1+и. 

а., ~' 1 = ij, ijl, il, jl. 

Для оператора Т ijl имеет место следуК?щее выражение: 

T,Jt_ = ~ M~z kp + 2i Miit. kp с { " ~ ( Т rпп + Т~:,,п) + 
kPC'IJ ' kpC'IJ kp'/=mn+k'p' 

µ.+'IJ, mnct:ТJ • 

+ L, Tmn®m'n' + Li Tmnq + 71234) + мъl. ljl+ 
kp=t=mn, m'n'*k'p' mnq 

+м~t.1j1 с{ ~ (Ттп+ Ttzп> + ~ Ттпq + ~. , Ттп0т'п' + Т12з4}, 
mnct:'IJ mnq тп, т п 

!J.=/='IJ 

причем операторы M(j1, а удовлетворяют следующему соотношению: 

М~1 • и.== Тт, и., а= ij, il, jl, ijl. 

Следовательно, имеется пять типов уравнения для операторов каналов: 
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Tщg;i' j' . t11 ®t1'1· + tti ® t1' 1· с { ~ ( Т~~ + Ttzп) + 
if +mn=t=l' j' 

+ ~ 111 Т тп0т'п' + ~ Ттпq+ Т12з4}, 
li+mn, m'n'+i'j' тпq 

т,". = t12•~ + t"" с{~ ( т~~ + 11:;.п) + mn~'n' т тп0т'п' + fп.т тnq } ' 

тп> = tij + tijc { ~ TmnQ!)m'n' + L т mnq + Т12з4 } ' 
lj=!=mn, т 1 п' =t=i' j' . mnqq:_ ij 

T1l = ~ M1l + ~ МТJ с { L ( TOJ + TtJ. ) + 
а kiёТ/ а, kl k~1J а, kl kl+mn'!i'_!' тп тп 

. mnq:.1J, ·~tJ. 

+ ~ Т mnQ!)m'n' + Ь Т mnq + Т1234 } + Md; ~jt+ 
kl=1=mn, m'n'=!=k'l' mnq 

+ мd, ljt с l L ( Т~1~ + T1:rzn) + ~ т mn®m'n' + ~ ттпq + Т12з4} ' 
1тпс:t:ТJ тп, т'п' mпqc:t:ТJ 

а. \ ij, ijl. (4) 

На основе системы (4) можно получить уравнения для операто
ров, чьи матричные элементы определяют амплитуды переходов из од

ного асимптотического состояния системы в. другое. Выпишем некото
рые из уравнений для этих операторов: 

T1101·1·1k1 = tif (8) t1·1· с { ~ ( Т тп1k1 + T':nпJkt) + 
ij=t=mn=t=l' j' 

+ ~ , Т mn®m' п' /kl + ~ Т mnq/kl + T12З4/kl) , 
ijoJ:.mn, m'n'=t=i'j' mnq 

Tzftk1=t11 o(ij, kl)+ti1 c { ~ Tmnq/kt + Т12з(/k1 + 
mnqq:iJ 

+ ~ Т mn®m'n'/kl}, 
lj=t=mn, m'n'=!=l'j' 

тi}Т/ Jkl == I мft,pq с { ~ (Т mn/kl + т µ./kl) + 
pq p'q'+mn=/=pq тп 

mnq:.1J, 1J=/=tJ. 

+ I Т mn®m'n'/kl +. ~ Т mnq/kl + T12З4/kl) + 
pq=/=mn, m'n' +р' q' mпqq:71 

+мlj, ljtC{ ~ (Tmn/kl + Т µ/kl) + ~ Т mn®m'n't:k1+ 
mnq:.1J тп тп, m'n' 

1)=1=µ. 

+ T12З4/kl + I Т mnq/kl } •. 
"\ mnqq:71 

Имея в виду правила записи интегральных уравнений в методе 
4Суммирования диаграмм [7], на основе уравнений для операторов ка
!Налов (4) могут быть записаны интегральные уравнения вида 
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T1}>(k1 kj k;· k;·, Ei1, Е) = tlJ(k°' k;1, EiJ)a(k;, - kz·) а (k>- k1,) + 

+ s dp s ~·t11(kii' Pi-PJ, Ell)a(kz+k1-P1·-p1) Х 
1 

-27ti (е; - ЕР + iO) (Е11 - е1 ~ЕР + iO) 
l j 

Х { . I 1 

TmnQS;Jm'n' (P1P1kz• kj', Emn' Ет' п'; Е) + 
l'j+mn, m' п' +i' j' 

+ I Tmnq.(p1P1k1• k;•, Emnq' Е)+ T123,(PzP1kz• kJ'; Е)), 
mnq 

Т12з4 (kz k1kt• kг Е) == t12з4 (kz k1kt• k1· , Е) + 
+'Sd sd ·Sd 's dezdejdei' tщ, (ki k1ki' k1·' PzPjPl' Р1·; Е) х 

Pz Р; Pz (- 21ti)3 (e1-Epi +iO) (е1-Ер1 +iO)(e1• - EPt•+iO) 

х (Е - ez -· ег..,.. Ez• -EPj• +ю)-1 .0 (kz +k1 + k;· + k;· -Pz-P/--Pz· -Р1·) х 

Х {~J~~ (PzPJPl' PJ'' Етп; Е) + I Ттпq(Р1Р1Рt' PJ'' Emnq' Е) + 
тп mnq 

+ I I Т':пп (PzP1Pt• PJ', Emn' Е11; Е)), 
11 тп 

Tz1rg;1• 1~ (k1k 1 ~z· k;· , Eli' Et'J'; Е) ~ -.41ti tlJ (ktJ• k;1, Ell) Х 

Х tz'J' (kz·1·, k;'i'' Ez· J') о (kz + k1 - k; -,k}) о (Ell + Et'J' - Е) + 
+Sd d 's dezdez· ti)(kij, РФ Eo)tz'i' (kt'f'• Pl'i'• El'}') х· 

Pz Pt (-21ti)2 (е1 - EPz + iO)(ez, -EPz' +iO)(EJJ-e1 - EPz + iO) 

· о (kz + k1 - Pz - Р1) о (kz· + k1· - Pt' - Р1· ) 
х . х 

(Ez'J' -ez, -Ер.,+ iO) 
1 

Х { ~ Tmnrg;m'n' (PzPJPl' ,pj', Етп• Ет•п;; Е)+ 
l}+mn+l' /' 
lj+m'n'+l'J' 

+ I Т<,;,_~ (PzPJPi' PJ'·, Етп; Е) + ~ Т mnq(P1P1Pt 1 PJ', Emnq; E)+-
lf+mn+l' i' mnq 

1 + I I т~:пп (PzP1Pt' Pi'' Етт Еµ.; Е) + Т12з4 (р, P1Pt 1 Рг; Е)\ ' 
11 ij+mn+l'j' : f 

ТТJ; (k 1 k 1 kz· k;· , Е11 , ЕТ/ ; Е) = 

== I Mf;. kl (kz k1 kt· , k; k; k;., Ez1, Ekz, Е11 ) а (k1• - k;.) + 
ktc11-{l/l'} 

+ MiJ: 111 . (k1 k1 kz· k; k; k;,, Е11, ЕТ/) а (k;· - k;,) + 
+ I s dez dej s dp, dp Mi}kt (kz k1 kz• ' ~tPJPl' ' ElJ• Ekl' Е11) Х: 

ktc11 (-21ti)2 J (ez-l:Pz+tO)(e1 -Ep1+._iO) 



o(kl+k1+ kl' -pl-PJ-Pi') 

Х . (Ет~ -вi-вJ-l:;~i' +iO) 
х 

Х J ~ Т mnrg;m'n' (PiPjPi' , Етп1 Ет•п•; Е) + 
lkl=t=mn, m'n'=t=k'l' 
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+ . ~ т~~ (PiPJPl' k;·' Етп; Е) + I Ттпq (~lPJPi'' k1', Emnq; Е)+ 
k' l' o/=mn=t=kl mпqct:тi 

+ ~ I Тfпп (PtPJPi' kг, Emn' Еµ.; Е) + ~1234 (PlPJPi' kг;, Е)} + 
\J-oF71 klo!=mn=t=k' l' 

тпq:т~ 

\ С dвi dв1 М(,, iJt' (ki k1 kt' , PiPJPl' , ElJ, Е71 ) 
·+ J dpl dpl J(-21ti)2 (вi- Epi + iO) (в1 - Ер1 +Ю)(Е71 - вl-в1-Ерl, +iO)X 

Х o(ki+k1-t-kl· -Pt-P1-Pt• )Х 

Х { ~ Tii~ (PlPJPi' ki'; Етп; Е) + T1234(PtP1Pi' k1·; Е)+ 
тпсt:т~ 

+ I TmnQ?)m'n' (PlPJPl' kj', Етп' Ет•п•; Е)+ 
тп, m'n.' 

+ I I Ttzп (PtPJPi' k1•, Етп1 Еµ.; Е) + 
11-+т~ тпст~ 

+ I Tmпq(PlPJPi' kj', Emnq; Е)} · 
mnqC71 , 

(5) 

'Уравнение для Тт· (ktk1kt· kг, El/t'; Е) выглядит так же, как и урав
нение для Т~ (kl k 1 kl' kl' , ЕФ Е71 ; Е), только вместо М~. a.(kl k1 kl' k' 
k~k~,; El1, Еа., Е71), a.=kl, iji', нужно писать M~l', а. (klk1 kl', k; kjk;,; 
Еа., Е71}. В системе интегральных уравнений длЯ операторов каналов 

.считается, что плоские волны нормированы на 6-функцию, т. е. 

<k 1 k'> ==а (k-k'); 
E=Ei+E1 +Et·+Ei', Et1=Et+E1, 

Е71 == Et+ Е1 + Et• , YJ = {iji'} . . 

Записанная выше система интегральньiх уравнений (5) для ампли
туд рассеящ1я четырех частиц с учетом двух-, трех- и четырехчастичных 

сил. получена впервые. Заметим, что задача четырех тел в Предf!ОЛО
жении только двухчастичных сил рассматривалась ранее как в мето

де суммирования диаграмм [6], так и в методе, основанном. на пере
стройке интегрального уравнения Липмана-Швингера, формально обоб
щенного на случай рассеяния четырех частиц (см., например, обзор 
работ, данный в [8]). 

Однако, как показано в работе [9], системы уравнений, записан
ные в рамках методов {8] для широкого класса двухчастичных потен
циалов, могут иметь бесчисленное множество решений или быт,ь несов
~естными вследствие того, что при их записи неправ1:1льно учитывают-
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ся граничные условия. В методе суммирования диаграмм, как уже 
отмечалось выше, выводится система интегральных уравнений для фи
зических амплитуд рассеяния с учетом всех возможных асимптотиче

ских состояний рассматриваемой системы частиц [6, 7]. 
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