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Хорошо известно, что системы ЭПР примесных ионов кристаллов 
часто весьма сложны и представляют серьезные трудности для интер

претации. Математический анализ этих систем в общем случае невы
полним, ибо пока не существует общей теории твердого тела, которую 
можно было бы положить в основу поисков решения в каждом инте
ресующем нас случае. Тем не менее подавля:Ющее число. ,задач возмож
но интерпретировать совместными усилиями теории возмущений, теории 
групп и ряда других теорий более узкого назначения. Наибольшими 
возможностями при теоретической интерпретации экспериментальных 
спектров систем ЭПР обладает спин-гамильтониановский формализм, 
получивший в силу этого наибольшее распространение. Обоснованию и 
многим применениям спин-Гамильтониановского формализма посвяще
на обширная литература. Тем не менее есть много существенных част
ностей, нуждающихся в детальном анализе и осмысливании. Предла
гаемая работа и преследует цель - заполнить группу таких существен
ных пробелов. В работе получены спиновые гамильтонианы различно
го вида симметрии, открывающие возможности детального исследова
ния угловых зависимостей линий тонкой структуры (как разрешенных 
правилами отбора, так и запрещенных) соответствующих спектров ЭПР 
ионов группы железа. 

1. Гамильтониан парамагнитной системы. Одной из важных задач 
парамагнетизма является теоретическое рассмотрение энергетического 

состояния спиновой системы парамагнитной примеси. В рамках теории 
кристаллического поля любая задача такого рода требует написания 
гамильтониана системы; это можно сделать в виде [1] 

Н=Нкул+Нкр+НLs+Нs, (1) 
где Н кул - оператор энергии кулоновского взаимодействия электронов 
с ядром и взаимодействия электронов друг с другом; Н кр - оператор 
энергии кристаллического поля; HLs, Hss - операторы энергий спин
орбитального и спин-спинового взаимодействий соответственно. 

Парамагнитные системы элементов группы железа в основном об
разуют соединения, у которых примесные центры харакtеризу.19тся на

бором «хороших» квантовых чисел L и S. Для этого типа связи, именуе
мого рассел'-саундерсоJJским, характерно следующее соотношение вели

чин собственных значений операторов выражения ( 1): 
Екул ~~кр> ELs )) Ess . (2) 

Порядок величины Екул для элементов группы железа в разных 
кристаллических решетках варьируется от 103 до 105 см- 1 [2].· Возмож-
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1 ные величины Екр для некоторых решеток, оцененные по результатам 
экспериментов, не превышают 103-104 см- 1 , т. е. имеют в ряде случаев 
тот же порядок, что и Екул (3-10]. Энергия спин-орбитального взаимо
действия Е LS некоторых ионов группы железа, по данным работы [11], 
не превышает (0,5-8,0) · 102 см- 1 • И наконец, энергия спинового вза
имодействия оценивается величиной порядка 1 см- 1 (12]. Оценки рас
смотренных взаимодействий позволяют упростить задачу на собствен
ные значения парамагнитной системы. 

2. Ме'l'од получения спин-гамильтониана с помощью эквивалентных 
операторов. Формальный метод получения спинового гамильтониана 
был впервые предложен .Абрагамом и Прайсом [13-14]. В даннqй ра
боте излагается несколько иной способ получения спин-гамильтониана, 
основанный на исuользовании метода Эквивалентных операторов, раз
работанного Джаддом [15]. Суть этого метода определяется тем, что 
гамильтониан, записанный в .координатном представлении, преобразует
ся к операторному виду, причем операторная функция воздействует на 
спиновые переменные парамагнитной системы. Построение подобной 
функции требует следующих допущений. 

1. Спин-гамильтониан записывается в вищ~ суммы произведений 
экспериментально определенных констант на операторы спиновых пере-

менных, причем вид этих операторов определяется симметрией си-· 
стемы: 

л л 

Hs = Е gL, мТL, м(S). (3) 
2. Спин-гамильтониан должен быть эрмитовым: 

л л. 

<m* !EgL, мТ\ n>=<lnE gL, мТв, мlm* >· (4) 

3. В отсутствие магнитного поля он инвариантен во времени: 
л л л л 

кн~к-1 =Hs, .(5) 
л 

где К~ оператор инверсии времени t. 
4. Спин-гамильтониан должен быть инвариантом при всех симмет

ричных преобразованиях, совпадающих с симметрией кристаллической 
решетки. Учет инвариантности по времени налагает следующие огра
ничения на оператор: 

л л л л 

[ TL, м (S) + (- l)MTL,-M (S)] == (- l)L [ TL, м (S) + (- l)MTL, -м(S)]. · (6) 

Принимая во внимание все вышеизложенное, запишем спин-гамильто:. 
ниан в виде 

/\ "" л Hs-== ~ gL, м(S) + (- lMTL, -м(S)). 
L-0, 2, 4 

(7) 

В литературе обычно используются следующие обозначения: 

л л 

g -ВМ Т -ОМ L, М - L ' · !-• М - L • (8) 

С учетом зеемановского, то:r1кого и сверхтонкого расщепления в 
новых· обозначениях п9лучим 

л л л лл 

Н = g~HS + EBraf ( S) + ASI; (9) 



.. Где g --""фактор спектроскопического расщепления, 
Bf- константы тонкого расщепления, 
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· А - константа сверхтонкого расщепления. 
Разgернутая запись спиновых оrtераторов Of приведена, напри~ 

мер, в работах [16, 17]. · 
3. Операция диагонализации. Собственные значения оператора (9) 

можно найти обычным сnособом, решая соответствующее секулярное 
уравнение. Такой способ обладает двумя существенными недостатка
ми: 1) приходится вычислять матрицы очень вь~сокого порядка, 2) про
падает возможность теоретического исследования угловой зависимо-
сти спектра ЭПР. · 

Эти трудности легк~ обойти, используя операцию диагонализации. 
Физический смысл этой операции довольно прост и сводится к следую
щему. Спиновая система парамагнитной· примеси в кристаллическом 

Z. 

Но 
!{рumол.Аиl/есноя 

ОС6 

!/! 

Рис. 1. х, у, z- лабораторная си
стема координат, r (х', у', z') -

система кристалла 

Рис. 2. В~=О,1 · - 1 см- 1 , Но=3200 Э 

1 

окружении вследствие симметрии последнего и в присутствии магнит

ного поля приобретает векторные свойства, т. е. характеризуется коор
динатными компонентами спина .. Совмещение главных компонент маг
нитного поля с компонентами спиновой системы с последующим вы-
.явлением угловых закономерностей, возникающих при наличии угла 0 
между главным вектором магнитного поля Н и кристаллографическим 
направлением, относительно которого определенным образом зафикси
рован тензор спиновой системы, и называется операцией диагонализа
ции спин-гамильтониана. Смысл сказанного расшифровывается рис. 1. 
Спиновая система рассматривается в координатном представлении 
х', у', z' и х, у, z. Переход от одной системы координат к другой осу
ществляется с помощью преобразования Эйл.ера. Подобный характер 
перехода в случае аксиальной симметрии можно найти в монографии 
Лоу [1]. Характер преобразования операторов Of при диагонализации 
рассмотрен в работе (17]. В самом общем случае задачу преобразова
ния потенциальной функций при диагонализациц , для всех точечных 
групп вращения решил Сахс [18]. Операция диагонализации преобразу

з ВМУ, N2 3, физика, астрономия 
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ет также и оператор сверхтонкого взаимодействия. Впервые такую 
задачу для аксиальной сцмметрии решил Блини [19]. 

4. Спиновый гамильтониан для различных видов симметрии. Диа
гонализированный спин-гамильтониан (9) с учетом зеемановского и 
тонкого расщепления для различных видов симметрии запишется: 

1. К у биче с к а я с им метр и я. 

н = gz~нzsz+в2 rao~ + ьоl +с~ + do: + to: ]. (10) 
. 1 

a=-[35cos46 +5sin 46 -30cos 2в+ЗJ, 
8 

Ь =-~[(7 cos 2 в~ 3) sin 28-"2sin 36 cos 6J, · 
8 

c=~[(7cos26-l)sin 2 0+(1...- cos 4 6)J, (11) 
8 

d = - ~ [14 sin' 6 cos 6-(соs•.в+з~ si.o 26], 

5 '" /=-[7sin 4 6+ соs 4 6+бсоs2в+ IJ. 
16 

В явном виде операторы 0-f' приведены в табл. 1. 
2. Ге к с а г о н ал ь н а я с им м е т р и я. 

H=gu~Hzsz+вg[a10g +ь1о~+с1О~ J+ 
+в~ [а1 о~+ ь1 о~ +с1 о~+ d1 о:+ /10:1. (12) 

а1 = ~ (Зсоs 2 б - 1), 
2 

1 
а 1 = - [ 35 cos4 в - 30 cos 2 б + 3], 

8 

Ь1 =~sin20, 
4 

с1 = ~ sin 2 6, 
4 

Ь1 = - ~[(7cos20-3) sin26], 
8 

5 . 
с1 ....:___ -[7 cos26- l]si'n 20, 

8 
35 . 

d 1 = - - sin3 О cos О, 
4 

! I == 35 sin4 в. 
8 

(13) 

3. Т е т р а г о н а л ь н а я с и м м е т р и я. 

H=g.~Hzsz+вg [a1og + Ь1О~+с1О~ J+ 

+в~[а1 Q~ + ь 1 Ol +с1 о~+ d1 о:+f 1 О~]+ 

+в:~а110~ + b 11 0l +с11 0~ + d11~ + flIO:J. (14) 

а 11 = -1 sin 4 О · 
8 ' 



ьн = -1 
sin3 в cos 6, 

4 
1 \ 

с11 == - (1 - cos'6), 
8 

dll == -1 
( СО$2 6 + 3) sin28, 

8 

35:· 

1 
/ 11 =- (cos'6+6cos 2 e+ 1). (15) 

16 

4. Т р и г он ал ь н а я с им м е т р и я. 

H=g.~Hzsz+B~la1og+ь10~ +c10i J+ (16) 

+ В~[а1 О~+ Ь 1 Ol+c' О~+' d1 о:+/' 0:] + 
+ В~[ ашо~ + ьш Ol + сш о~ + d111~+11110:). 

а111= -1 
sin-3 в cos в 8 ' 

1 ьш= -1 
sin 2 6(4 cos2 в - 1) 

16 ' 
1 . . 

с111 =- sin6 cos 3 0, 
8 

. 1 
d 111 == 1б {4cos 4 б + Зсоs2 б - 3), 

/Ш=--1 (cos 2 в+ 2) sin20. 
32 

5. Р о м б и ч е с к а я с и м м е т р и я. 

lf-= g а ~нzsz+вg [а1О~ + Ь1О~ +с1О~) + 
+ B~{a1 vog + ь1vo~+c1vo~J+ 

+ В~[а1 О~·+ Ь1 О!+ с1 О~+ d 1 N~ + /1 o:J + 
+ B~[aV о~+ьvо~ + cVO~+ dvo:+1vo~1+ 

a1v~. ~ sin2 0 
. 2 ' 

+ в:Iа11 0~ + b110l + С~О~+ dIIQ: + / 11 0:}· 
1 

av == --[7cos4 6-8cos 2·б + 1], 

ь1v= -1 
sin 26 

4 ' 
. 1 

с' v = - ( cos2 6 + 1), 
4 

3* 

8 

ьv == -1 {7 cos2 б - 4] sin 26, . · 
8 
1 . 

cv = - [7 cos 4 6 - 6cos2 6 + 1 ], 
8 . 

dv == - !_ sin 26 cos 2 О, . 2 

7 
/У = - - ( ros 4 б - 1). 

15 

(17) 

(18} 

(19) 



!· 

·og=3s;-s<s + J) 
. 1 
0~=-(Sz(S++S-) + (S+ + S_)Sz] 

4 

o2=2-(s2 +s2) 
2. 2 + -

Таблица 1 

о~= 35 s:- [30 S(S·- 1) - 25] s;- 6S(S + 1) + 3S2(S + 1)2 

О~== - 1 {7S~ - 3S (S + 1) Sz -:-Sz] (S+ + S_) + 4 ' 1 

+ < s+ + s_> (7 s~ - зs <S + 1 > sz - ·~zl! 
о: . +{[7s:--s(S + 1)-5](S~ + s:.н (S~ + s:_)['ls;-S(S + 1)-5]} 

~ = -:i-rS~<s~ + sз_н <s~ + s:.< s,1 

04=_1 .(S4 +· S4) . 
4 ·2 + ' -

Рассмотренные в этом параграфе пять :случаев си~метрии окруже
ния парамагнитного иона в силу своей идеализированности р~ализуют
ся довольно редко. На практике встречаются в основцом промежуточ-

во 
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50 

30 

2800 

Рис. '3. 

3000 ·3200 

В~ = 30· l0-4 см- 1 • 
=3200 э 

Но= 

ные случаи, характеризуемые 

набором констант разных СИ!\f
ме~рий. 
Тем не менее рассмотренные 
формулы весьма пол.езны по 
той простой причине, что ука
зывают пути комбинации все
возможных констант в случае 
необходимости. 

Примерный набор иска
женных спин-гамильтонианов 

в недиагонализированном виде 
представлен в табл. 2, там же 
приводятся нес;колько спо~обов 
обозначения констант и ~вязь 
между ними. Подытоживая ре- . 

зультаты табл. 2, можно выделить следующий набор спин-rамильто
нианов. 

1. К у б и ч е с к и й. 

2. А к с и а л ь н ы й. 

л а 
Н==- [0~+501]. 

120 

л 1 о H=-D02 , 
3 

(20). 

(21) 



Симметрия 

Куб. 

Геке. Bn0o + BOQO 
. 2 2 4 4 

1 

Тетраг 1 вооа + вооо + В404 
2 2 4 4 4 4 

1 

Триrон. вооо+вооо+взоз 2 2 4 4 4 4 

1 

вgоg+в~о~+ 
Ромб. + в~о~ + в~о~ + 

+в:о: 

Характер возможного искажения 
симметрии 

D о F о 
302+ 18004 

D 2 
300 

D о F о а 4 
302+18004+4804 

D о а 4 
302+4804 

D 0 а ~ 
302+ 18004 

D о 
302 

вооо+вооо+взоз 
2 2 4 4 4 4 

D о F о 
302+ 180 04 

D 
-оо 

3 2 

во по+ 8 20 2 + Jзо0о + 8 20 2 + 8 40 4 22 22 44 44 44 
Do 2 Fo а 4 
3О2+ЕО2+ 18004+ 4804 

'п 
-0° + ЕО2 + _!!_ 0 4 
3 . 2 '2 48 4 

D о 2 F о 
тО2+ЕО2+ 18004 

!!_о0+во2 1 

3 2 2 

D о F о 
302+ 18004 

D о а 4 
~2+4804 

D о 
302 

37 

Таблица 2 

Связь между 
различными обозначе

ниями констант 

0 F а 
60В =-== -4 3 2 

звg~п 
о F 

60В4=-3 

ЗВ~=D 60В~= _f_ 
3 

4 5 
60В4 -2а 

' 

звg=D 60В~= : 

звg=D в~~в 
60В~= _!_ 

3 
5 

60В:=-а 
2 

1 

\ 
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3. Ге к с а гон аль н ы й. 

л 1 . 1 
Н= -Do0 +--FQO. 

3 2 130 4 (22) 

4. 
л . 1 1 
H=-DO~+-ao: .. 

3 48 
(23) 

5. Тетр а го н ал ь н ы й. 

Н == _1 ооо + _1 _ роо + _1 а04 . 
3 2 180 4 48 4 (24) 

6. 
л 1 
н = 3nog+.Eo~. (25) 

7. Н=-1 nog+Eo~+-1 -FCJt. 
3 . 1 180 

(26) 

8. Н=-1 Do~+Eo~+-1 ао:. 
3 48 

(27) 

9. н ==.-
1 Do~+Eo~+-1 -Fo~ +-1 ао:. 
3 180 48. 

(28) 

10. Три.гональный. 

н = _1 поо+ _1 _. роо + вз 02. . . з. 2 180 4 4 4 
(29) 

11. Ромбический. 

н == _l D0° + ЕО2 + _I _ F0° + В202 +...!!:_ 0 4 • (30) 
. 3 2 2 180 4 4 4 48 4 

Видимо, вышеописанные комбинации (20)- (30) не исчерпывают 
экспериментально возможных ситуаций, и тем не менее эти выражения 
позвол.stют проанализировать качественный и количественный характеры 
угловой симметрии большинства вероятных спектров ЭПР магнитных 
систем с S = 1; 3/2; 2,5/2. · 

На рис. 2-5 приводятся примеры угловых зависимостей ЭПР·-спек
тров некоторых систем, причем константы спин-гамильтониана подби- · 
рались из опубликованных работ [20-29]. 



39 
На рис. 2 показан угловой спектр системы с S=5/2 для кубиче

ской симметрии. 

во 

90 

60 60 

JO 30 

OL-~...:....L--'-~_L..~.1--~~__, 

2800 3000 3200 J'rOO 3600 
J.1.fЛ~4 rм-1 3000 3200 3400 JбОО 

Н · 1U-; с11 •1 

Рис. 4. вg = 30· 10-4 см-', 
В~= О,2· 10-4 см- 1, 

Но=3200 Э 

Рис. 5. вg =30 · 10-4 см=- 1 • 
8~ =30·10-4 СМ=-', 
в:=2. 10-4 см-1, 
Н0 =3200 Э 

На рис. 3 приводится аксиальный уголовой спектр для системы с 
S = 5/2. На рис. 4-5 даны угловые спектры промежуточных симметрий, 
отнесенных нами к числу «искаженных». На всех рисунках по оси абс
цисс следует читать Н, Э. 
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