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УДК 523.11 
В. Г. АГАКОВ 

ФИЗИЧЕСКИ О Д Н О Р О Д Н Ы Е ПРОСТРАНСТВА С ВРАЩЕНИЕМ 

Современное состояние Метагалактики вполне , описывается одно-
родной изотропной космологической моделью. Но даже полное отсутст-
вие заметной неоднородности и ощутимой анизотропии в современную 
эпоху не позволило бы игнорировать их возможное наличие в. прошлом, 
и полагаться на теорию однородной изотропной Вселенной, ибо, как 
•показал А. Л. Зельманов [1], анизотропия может существовать и при 
полной однородности, влияет на поведение Метагалактики с течением 
времени и при некоторых условиях должна быстро падать с расшире-
нием Метагалактики. Существенный интерес представляет исследова-
ние космологических моделей с вращением. В данной работе рассмат-
риваются физически однородные пространства с вращением. 

1. Физический критерий пространственной однородности. Критерий 
пространственной однородности, который является непосредственным 
обобщением критерия однородности, принятого в нерелятивистской фи-
зике, был сформулирован А. Л. Зельмановым [1]. Этот критерий (его 
называют дифференциальным) требует равенства нулю факторов неод-
нородности—• хронометрически инвариантных (х. и.) ковариантных 
производных по пространственным : координатам от. х. и. тензорных, 
векторных, скалярных:'полей. 

Если существует система отсчета (е.. о.), в 'которой справедливы: 
соотношения * V j A i k = 0 , * V j D i k = 0 , * V 3 F i = 0 , * V j C i h = 0 , " то прост-
ранство этой с. о. будем называть физически однородным *. 

Здесь *Vj — символ х. и. ковариантной производной, Сщ — х. и. 
тензор Риччи, Aik — х. и. тензор угловой скорости вращения-, — х. и. 
тензор скоростей деформации, F i — х.. и. вектор гравитационно-инер-
циальной силы. X. и. операторы дифференцирования будем отмечать 
звездочками. Тогда 

*д _ 1. д *д = д _ got- 0 . 
dt ~ / i оо dt dxl дх1 cg00 dt 

Л - 1 • n _ * d l n / / T 
Uik " 2 dt ' dt 

где hik = — gik+goigoh(goo)-1 — x. и. метрический тензор, h — фундамен-
тальный определитель. 

Пусть величины QT."' описывают некоторое тензорное поле, мы по-
требуем однородности этого поля. За условия однородности данного 

* Греческие индексы пробегают значения 0, 1, 2, 3; латинские индексы — лишь. 
1, 2, 3. Фундаментальную скорость обозначим через с, эйнштейновскую гравитацион-
ную постоянную — через и. 
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поля можем принять условия QT.'.' = 0, но также можем принять 
условия V/QT.:' = о, V / , = о, V / = о,... , то 
есть можем потребовать однородности не только самих величин Ql1.\ 
но и однородности всех его х. и. производных по времени, так как эти 
производные тоже описывают свойства тензорного поля ($!"'. Условия, 
которые требуют не только однородности самих величин QT" некото-
рого тензорного поля, но и однородности всех х. и. производных по вре-
мени, будем называть условием полной однородности тензорного поля 

Сформулируем утверждения, раскрывающие взаимосвязь условий 
физической однородности величин Q*L." С условием их полной физиче-
ской однородности. 

У т в е р ж д е н и е 1. Пусть в пространстве с вращением (Л£6=#=0) 
выполняются условия однородности *VjCik=0, *VjAih=0, *VjDik=0. 
Тогда из однородности величин Q?" , описывающих некоторое тензорное 
поле, следует однородность всех х. и. производных по времени от QT..'.. 

У т в е р ж д е н и е 2. Пусть выполняются условия однородности 
тензора скоростей деформации (*V,Z)ifc=0) и нет гравитационно-инер-
диального силового поля ( F i = 0 ) . Тогда из однородности величин QT.".-
описывающих некоторое тензорное поле, следует однородность всех 
JX. и. производных по времени от Q?..'.'. 

У т в е р ж д е н и е 3. Пусть в пространстве без вращения 
-существует гравитационно-инерциальное поле ( F ^ O ) . Тогда из одно-
родности величин QT:;\ описывающих некоторое тензорное (поле, вообще 
говоря, не вытекает однородность х. и. производных по времени от 

2. Определение физически однородных метрик для пространств 
с вращением. Поставим перед собой задачу определения без использо-
вания уравнений Эйнштейна компонент метрического тензора 
удовлетворяющих требованиям: 

\ j A i k = о, *v /А* = 0, V / F i = 0, \ , C i k = 0. (1) 

Применяя коммутативное соотношение [1, 2] 
*<32 2 Atk *д 

дх1 дхк дхЬдх* с2 dt 

ж скаляру Q, отличному от нуля и пространственно однородному 
(dQ/dxi=0), в силу однородности Q имеем: 

* dt 

Выполнение этого равенства возможно в двух случаях: 
1) пространство без вращения (Агь=0) ; 
2) пространство с вращением {Aik¥= 0), тогда *dQ/dt=0, т. е. 

все однородные скаляры не зависят от времени, следовательно, они 
не зависят и от пространственных координат. Действительно, 

0 = ^ B - ^ J Q go i dQ =
 dQ 

dxL dxl cg00 dt dxi 
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Нестационарные метрики для физически однородных пространств 
без вращения были найдены в работе [3], стационарные метрики — в 
[4]. Мы будем искать нестационарные метрики для физически одно-
родных пространств с вращением. За условие нестационарности примем 
условие О ш ф 0 . 

Сформулируем важное для дальнейшего утверждение. 
У т в е р ж д е н и е 4. , Если существует однородное вращение 

(Aik=j£= 0, *У3-ЛгЬ=0) и ВЫПОЛНЯЮТСЯ условия однородности *VjFi = О, 
т о объем элемента пространства не меняется с течением времени 
<D = 0 ) . 

Введем х. и. вектор угловой скорости вращения [1]: 

где s s i } h — совершенно антисимметричные единичные х. и. тензоры. 
j_ i_ 

причем е123 •= (Я) 2 , е123 = (К) 2 . 
В силу утверждения 4 контравариантные компоненты Q* не зависят 

от времени, *dQijdt=Q. Выберем такую систему координат (с. к.) в 
дайной с. о., где компоненты поля Q i одновременно во всех точках 
приобретают вид (0, 0, <о), где to — постоянная. 

Учет условий однородности F{, Dih, Cik, при использовании остав-
шегося произвола в преобразованиях координат, позволяет сделать 
следующий вывод: 

Метрика пространства-времени, пространство которого является 
-физически однородным в некоторой с. о., обладает в данной с. о. вра-
щением и определяется величинами, которые выбором с. к. в данной 
с. о. можно привести к одному из следующих видов. 

С л у ч а й Ргф0. 

2D f2 f2 
Кг = t% + -V' hi2 = P*, Кг = a\ h13 = at, 

2D; 

% 'o F2 F2 Jn * I 

h23 = 0, h33 = b\ g0i= — t+ 2(Tbf x2, g02 = g03 = 0, go0 = 1. С t(f 

Здесь Do, a, p, f , F0, со, a, b — постоянные, причем справедливо 
соотношение 2Do//2 = a2/b2 + P2/а2. Приведем выражения для некото-
рых основных величин. 

h = F1 = f , F2=F3 = 0, FF = Ft, 
Pi 

2D2 / 2 r 
Л 1 2 = с o V h , Л13 = Л23 = 0, D ^ ^ - ^ - t , D12 = 

Po 
D13 = , D22 = D23 - D33 = 0„ D = 0, Dik D£k = D\, 

#11 = — ' #22 = #зз = о, Hik= 0, i=£k, 

H — Hik hik = 2^bF° , af 
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где 

Н ik = С ik + ^ г (Aju m + Ai;jyk + AklD). 

С л у ч аи F( = 0. 

1. hn — е2 (Л cos 2rt -1- 1), /i22 = — а2 (Л cos — 1), 

h12 == as A sin 2rt, h13 = e (a sin rt + P cos rt), (2)* 

^23 = a (P sin rt — a cos rt), h33 — b2, 
e de n 1 

<§01 — • : So2 — g03 — £oO — ar oxA 

Здесь e = 8 (л;1, x2) определяется из уравнения д2е/(дх2)2—k&=0„ 
где k==— 2ara>m/c2, знак £ может быть как положительным, так и отри-
цательным. Величины A, r, а, (3, а, Ь, со — постоянные, 

1 
т = a [б2 (1 — А2) — Р2 (1 — А) — а2 (1 + А)] 2 . 

Сигнатурные условия накладывают следующие ограничения на по-
стоянные: 

| А | < 1, 262 — а2 — р2 > О, .Ь* (1 — А2) — Р2 (1 — А) — а2 (1 -f А) > 0. 

Приведем некоторые основные величины для этого случая: 

А12 = ю/П8, А 1 3 ^ А 2 3 = 0,, # ! ! = —— в, H2%=k, Н33=--0, a 

т 2 

JDn = —s2 Ar sin 2rt, £>22 = a2 Ar sin 2rt, D33 = 0, 

Z)12 = a s Ar cos 2rt, D13 .= r (a cos rt — p sin rt), 

D23 — ~- r (P cos rt + a sin rt), D = 0. 

hn = e2 (A ch 2rt + 1), h22 = a2 (A ch 2 r t— 1), 

hi2~ — a&Ash2rt, h13 = e(— : ashr t + p chr/), 

h23 = a(achrt — Pshn1), h33 = b2, 
с дг л , 

£oi = — • = £03 = 0, g00 = 1 • 

Здесь e = s ( x 1 , х2) определяется из уравнения д2е/(дх2)2—ke=0, 
где k=2armxa/c2, знак k может быть как положительным, так и отри-
цательным. Величины А, г, a, р, а, Ь, ш — постоянные, 

m = а [б2 (А — I) — Р2 (А — 1) — а2 (А + 1)] 2 . 
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Сигнатурные условия накладывают следующие ограничения на постоян-
ные: | Д | > 1 , 

2б2 + а2 — р2 > О, Ь2 (Л — 1) — Р2 (А — 1) — а2 (А + 1) > 0. 

Некоторые основные величины для этого случая имеют вид: 

А12 = com8, Л18 == Л23 = 0, Я п = — Я22 = k, Я 8 3 = 0, 

Я,ь = 0, i ф-k, Я = — (2fr2 + а2 — р2), £>u = ea Arsh 2rt, 
т2 

= a2Arsh.2rt, £>83 = 0, £>13 = J L r ( - - a c M + p :shrt), 

£>12 = — аеЛг ch 2rt, D2S = - j r (a sh rt — p ch rt), D = 0. . 

Заметим, что при замене a на ia, г на ir, а на ia, где / — мнимая 
•единица, все формулы случая 2 переходят в соответствующие формулы 
•случая 1. 

3. 
= (A at + 2'Р) аА е]2 + 4a21* + V, 

h12 = Aat [t (A at + 2P) —аАг] -j- 2aat , 

h22 = а2(Л2*2 + 1), h13 =b2[t(Aat + 2p) — аЛ e], 
de h23 :•= аМ/ , /i83 = 62, g o i = — ^ 0 2 = £03 = 0, £00 = 1 . 

Здесь е=а>аЬХ(х2)2/с2, A, a, (3, a, &, Я — произвольные постоянные, 
из сигнатурных условий следует, что а, Ь, к отличны от нуля. 

Заметим, что при Л = 0 метрические коэффициенты кш с точностью 
до обозначений совпадают с метрическими коэффициентами для случая 

где наличие силового поля проявляется в нестационар-
ности goi-

Легко видеть, что найденные физически однородные пространства 
•являются анизотропными. Метрики этих пространств найдены без ис-
пользования уравнений Эйнштейна, только исходя из условий физиче-
ской однородности. Поэтому представляет определенный Интерес реше-
ние уравнений Эйнштейна Для этих метрик. 

3. Решение уравнений Эйнштейна. Будем искать решение уравне-
ний Эйнштейна для метрики (2) в случае Fi=0. Решение этого случая 
представляет особый интерес, ибо, как будет показано ниже, оно яв-
ляется нестационарным обобщением модели Гёделя. 

Уравнения Эйнштейна, записанные в х. и. форме, имеют следую-
щий вид [1, 2]: 

+ D,{D" -f Ап А1' + *V/ F' - F}Fi = —-f (p c2 + U) + A c2, 

*v м D — W — A1') -f — F, A"' = % J', c2 

{ D ( . + A i j ) p < + A k ) + D D . k _ if.pl + S A i j Ai + 
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= f (P c%k + 2U i k - Uhik) + A c2 hik. 

В качестве правой части мы возьмем компоненты тензора энергии-
импульса идеальной среды 

Tllv = (poo + - - ^ g ^ 

Здесь p=Too/goo — плотность массы в данной с. о.; J1 — вектор* 
плотности потока массы, равный вектору плотности импульса; uih — 
тензор плотности потока импульса, U=Uii\ .poo — плотность массы в со-
путствующей с. о.; ро — истинное давление в сопутствующей с. о. 

С учетом условий однородности для случая F i = О уравнения Эйн-
штейна с тензором энергии-импульса идеальной среды ириобрет-ают-
вид: 

Df Dli + Ап АЧ = - - f (р00 с2 + Зр0) + Л с2, (3> 

0 = kJ<, (4) 

*ADik o n ni ! ОЛ Al л-2jj _ и. Г-* 2D,, D'k + 2A { jA'k - c2Hik = hik - f (Poo c2 - p0) + A c2 

Ot £ 
(5> 

В дальнейшем для простоты будем полагать, что для метрики (2) 
справедливы соотношения / i 1 3 = / i 2 з = 0 ; это достигается равенством 
нулю произвольных постоянных а, р. Из (4) следует, что с. о. является 
сопутствующей среде. 

Уравнения (3), (5) накладывают следующие ограничения на мет-
рику (2) при /i i3=&23=0: 

2г2 = х с2 (р00 + р0/с2), А2 = 1 - r2/co2 Ь \ 

отсюда, в частности, следует, что 

г2 < со2 Б2, Е = (х1) ехр (— kx%) + h\ (Х1) ехр (kx2). 

Уравнение состояния является следствием уравнений Эйнштейна: 
и(Роо—Ро/с2) = — 2Л. 

4. Обобщенная модель Гёделя. Напишем основные величины д л я 
модели Гёделя [ 1 , 5 ] : . 

hn = a2, h22 = -у- <**, h33 = a2, hik = О, 1ф k, Ft = 0, Dlk = 0, 

An = - - f - e * \ Al3 = A23 = 0, C u = 1, C„ = j - C 3 3 = 0, 

cik = 0, 1фк, xp - V = - 2A, p = 0, = 0. 
G a 

Основные величины Для нашей модели имеют вид: 

hn = е2 (А соя 2rt + 1), /з12 = — а & A sin 2rt, h13 = 0, 
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h22 = — a2 (A cos 2rt — 1), h33 = b\ h%3 = 0, Ft = 0, 
l 

Л12 = (o ab (1 — Л 2 ) 2 e, Л13 = Аю = 0, 

Г 2 r 2 k Г 2 r 2 ft с 2 г 2 ft 
С 2 ( 1 _ л 2 ) ftl1' С з 2 ~ с2(1 — Л2) ft22' 4 2 ~ с2 (1 --- Л2) П п > 

b = N1 (х1) ехр (— + (л;1) ехр (kx2), k2 == 2a2r2 

с2 

A î (х1), Л^С*1)—произвольные функции от х1.' 
В дальнейшем будем считать, что Ni=0, Nz=N=cQnst-
Покажем, что в каждый момент времени to в определенной с. к . 

наша модель переходит в модель Гёделя. 
В фиксированный момент времени имеем: 

hn = Яо 82, hn = pos, /i22 == Yo а2, Яо = Л cos 2rt0 + 1 , 

Р0 = — а А sin 2rt0, Y o = — Л cos 2rt0 + 1 . 

Здесь Xq, (ЗО, yo являются постоянными для момента U и не зависят 
от пространственных координат. 

Рассмотрим квадратичную форму 

da2 = hn (dx1)2 + 2ft12 dxxdx2 + ft22 (dx2)2 = dx1 + * + 

, a2Yo^o —Ро •{dx2)2. 

Из сигнатурных условий следует, что a a Y o ^ o — Р о > 0 . Рассмотрим: 
выражение h>edxi-\-(^ol'Ko)dx2, которое является пфаффовой формой 
двух переменных. Пфаффова форма двух переменных всегда имеет 
интегрирующий множитель. Легко показать, что интегрирующим мно-
жителем нашего выражения является я = я о е х р (—kx2), где яо — произ-
вольная постоянная. Квадратичная форма da2 принимает вид: 

da2 = я|] ехр (2kx2) (dx1)2 + Y°~~ (dx2)2. 

Здесь 
х1 = я0Я0 (/0) Nx1 — (Р0я0Д0 k) ехр (— kx2), х2 = л:2. 

Легко видеть, что х1 зависит от U как от параметра, следовательно, для 
разных моментов времени имеем разные системы координат. Итак, в ... 
фиксированный момент времени в определенной с. к. (разной для раз -
ных моментов времени) наша метрика имеет вид: 

hn = яо ехр (2kx2), hn = fo, h33 = Ъ%, hik = 0, i ^ k , 
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где яо, k, Yo —'постоянные величины. С точностью до-обозначений эти ве-
личины hik -совпадают с величинами hik в модели Гёделя. Если А — О, 
наша модель переходит в модель Гёделя. На основании этого можно 
утверждать, что наша модель является нестационарным обобщением 
модели Гёделя. Аналогичная нестационарная,, модель другим способом 
была независимо получена 3. Р. Хабибовым. 

Наконец, заметим, что уравнение состояния в нашей модели 
•з<(роо—ро/с2)=—2А переходит в уравнение состояния в модели Гёделя 
3<poo= —2Л в случае, когда давление ро—0. 
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