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ГРАДИЕНТНО ИНВАРИАНТНЫЕ КОНТРЧЛЕНЫ 
В ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕ 

В настоящее время большой интерес вызывают исследования кон-
структивных моделей, обладающих некоторыми дополнительными оим-
метриями (калибровочной, киральной, суперсимметрией). Непремен-
ным условием успешного использования таких моделей является по-
строение регуляризационной процедуры, совместимой с указанными 
симметриями. 

Частным случаем калибровочной инвариантности является гра-
диентная инвариантность (ГИ), а простейшим примером градиентно 
инвариантной теории — квантовая электродинамика. Ренормировочное 
преобразование, последовательно обеспечивающее на всех промежу-
точных этапах ГИ S-матрицы в электродинамике, давно построено. Оно 
описано, например, в [1] и основано на использовании специального 
варианта регуляризации Паули—Вилларса (РПВ) [2] — так называе-
мой регуляризации по циклам. 

Между тем в работе [3] было обращено внимание на то, что прц 
использовании Р П В по циклам отдельные 'контрчлены, построенные по 
рецептам jR'-операции Боголюбова — Парасюка [4—6], оказываются 
расходящимися даже при наличии промежуточной регуляризации. 
Таким образом, возникает вопрос о возможности корректно совместить 
требования ГИ с /^-операцией. 

В настоящей работе как раз и построена такая модификация 
/^-операции (/?-операция), которая обеспечивает не только конечность 
результата перенормировки, но и отсутствие ультрафиолетовых расхо-
димостей на всех промежуточных этапах при использовании РПВ по 
циклам в квантовой электродинамике. 

Условимся о некоторых обозначениях. Ковариантная регуляризация 
причинной функции по Хеппу [7], заключается во введении параметра 
г > 0 , обрезающего на нижнем пределе интеграл по а в известном 
а-представлении сверток. Регуляризация по Хеппу нарушает ГИ 5-мат-
рицы в электродинамике. В качестве инвариантной промежуточной 
регуляризации мы будем использовать РПВ. Последняя состоит, во-
первых, в замене каждого произведения спинорных сверток Sc(k, т) 
Соответствующего замкнутому спинорному циклу, суммой произведений 

£ c f S p [ Y . m , ц<) • • • • • yS4K> 111)]. 
g^O 

Здесь коэффициенты С* удовлетворяют условиям 

£СгЦ*=0 (S = 0, ... ,Р), (1) 
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причем Ci равномерно по всем |Лг ограничены; Со=1, а ц о = т — физи-
ческая масса спинорного поля. Во-вторых, каждая фотонная свертка 
Do(k, 0) заменяется на сумму Do(k, v) сверток с массами Vj (vo=0) , 
а весовые коэффициенты суммы удовлетворяют соотношениям типа (1). 

Обозначим неперенормированную фейнмановскую амплитуду 
H r> {м}> v)> е с л и о н а регуляризована одновременно и с помощью РПВ, 
и по Хеппу, причем г = 0 или v = o o будет означать отсутствие соответ-
ственно регуляризации по Хеппу или РПВ фотонных линий, что согла-
суется со способом снятия этих регуляризаций предельными переходами 
r-H), Vj->oo при / ^ 1 . / ( г , {ц}, v) есть сумма аадплитуд/( г, 
у), имеющих массу уц в пропагаторах &-того спинорного цикла. 

Для того чтобы в окончательных выражениях можно было снять 
промежуточные регуляризации, вводимые с помощью параметров г, fx, 
у, как известно, каждый фейнмановский граф G, вообще говоря, дол-
жен быть подвергнут перенормировке. Оператор, осуществляющий 
такую перенормировку согласно процедуре Боголюбова — Парасюка 
[4—6], мы обозначим через R. Он стандартным образом [8] выра-
жается через операторы Mg, которые заменяют в импульсном пред-
ставлении коэффициентные функции расходящихся подграфов g гра-
фа G суммой нужного числа первых членов их разложения в ряд Мак-
лорена. Далее контрчленом к коэффициентной функции Jq графа G 
будем называть результат действия некоторого произведения операто-
ров ( — M G ) на Jg-

Построение градиентно инвариантных контрчленов. В работе [3J 
приведен пример простейшего графа G (рис. 1), который дает представ-
ление о трудностях, возникающих при попытке совместить РПВ по 
циклам и .ft-операцию. Рассмотрим контрчлен MgJG(0, {ц}, v), где 
g — подграф, обведенный на рис. 1 пунктирной линией. После вычис-
ления интеграла по I мы будем иметь 

MgJG(0, {ц}, v) = j dq% Ct Sp{yS<(q, Y X 
о 

X ( a i (v) + a2 (v) In {щ!т)) (Я + k, (x£)] .. (2) 
Наличие в (2) In нарушает эффективную работу регуляризующей 
суммы £ Ct (т. е. РПВ) , в результате чего интеграл по g в (2) расхо-

i 
дится в ультрафиолетовой области, несмотря на [хг-, v < ° o . 

Очевидно, что подобные затруднения встретятся и в высших поряд-
ках теории возмущений. Мы столкнемся с ними всюду, где подграфы 
типа 2 — собственной энергии спинора или Г — вершинной части (как 
в примере выше) будут частично содержать некоторый спинорный цикл. 

Чтобы обойти эту трудность, введем в рассмотрение ^-операцию, 
которая получается из стандартной ^-операции Боголюбова — Пара-
сюка заменой всех операторов Mg на Mg. Последние отличаются от Mg 
тем, что для g, содержащего незамкнутую спинорную линию с некото-
рой массой fx* во всех ее пропагаторах, производят замену 
в этих пропагаторах. Ясно, что лишь для g=2, Г возможно M g ^ M g . 

1 Фейнмановскую амплитуду J Г (JX) графа Г ( 2 ) обозначим через 
Г ( 2 ) , если она уже перенормирована Я-операциёй, за исключением со-
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вершения последнего вычитания, связанного с расходимостью самого 
Г ( 2 ) . В наборе спинорных масс {ji}, от которых зависит'амплитуды Г 
и 2 , выделим массу ц/, соответствующую незамкнутой спинорной ли-
нии (она одна); остальные массы обозначим ц". Тогда 

MTla{p, k; {ii', fx"}, v) = MTla(p, k\ {m, ц"}, v) = 

= MTTa (p, k\ {ц', |л*>, v) + \adr (|i, v), 

где p, k — внешние импульсы графа Г а , a 

Yad r(ii, v) = Г а (0 , 0; {m, ц"}, v) - Г а(0, 0; ц"}, v). (3) 

Аналогично , 

{[a', |i'}, v) ( £ ; > ' , ц"}, v) * 

+ dis(|i, v) + M 2 2 O 1 , v). 

Таким образом, операция R может рассматриваться как обычная 
R-операция, в которой помимо операторов Mg- фигурируют еще полино-
мы с коэффициентами dxg(]л, v). Поэтому, если мы введем в рассмот-
рение еще операцию R(d), в которой контрчлены отличаются от фигу-
рирующих в ^-операции конечными полиномами с коэффициентами 
dxg, то тогда 

/ ? ( 0 ) = Я , / ? X d ( | i , v ) ) = f t 
ГИ контрчленов /^-операции доказывается так же, как и ГИ самой 

7(0 , v) (см., например, [1]) , поскольку в частично редуцирован-
ных циклах по-прежнему qflHa масса стоит во всех не стянутых в точку 
спинорных пропагаторах. Таким образом, для завершения корректного 
доказательства (использующего РПВ по циклам в качестве промежу-
точной регуляризации) ГИ S-матрицы в электродинамике, остается 
доказать, что введенная нами ^-операция осуществляет требуемую 
перенормировку. Эту задачу решает следующая теорема. 

Т е о р е м а . Амплитуда Фейнмана, регуляризованная на промежу-
точном этапе с помощью РПВ по циклам и перенормированная ^-опе-
рацией, совпадает с соответствующей амплитудой с Промежуточной 
регуляризацией параметрами г и перенормированной ^-операцией: 

lim lim RJ(0, {ц}, v) = lim Я / ( г , {m, m, }, 00). (4) 
V-»oo JI—»оо Г—*0 

Доказательство теоремы. Доказательство будем вести по индукции: 
предполагая теорему справедливой для порядка теории возмущений 
N—1, покажем, что она остается в силе и для порядка N. В выпол-
нении (4) для низших порядков можно убедиться явно. 

Отметим прежде всего, что 

lim lim lim R (d) J (r, {ц}, v) = l i m R (d) J (r, {m, m, . . . } , 00). (5) 
V-»oo Ц-+00 Г-»0 T-*0 

Существование пределов по г в обеих частях (5) следует из теоремы 
Боголюбова — Парасюка. Справедливость (5) следует из независи-
мости окончательного результата перенормировки с помощью /?-опера-
ции от способа промежуточной регуляризации. 
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Дальнейшие рассуждения разобьем на ряд утверждений. 
У т в е р ж д е н и е 1. 

lim 4 g (р, v) = lim dxg ({[a!; ц"., . ..},v) = dyig ({it; i3, ._.}, v), (6) 
|A-»oo Ц-»оо 1 

dyig ({0; i2, i3, . . . } , v) = 0. (7) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Д л я определенности рассмотрим случай 
d^g — dr. Равенство (7 )—тривиальное следствие (3) . Для доказа-
тельства (6), опуская вершинные у-матрицы и числовые множители, 
запишем фейнмановскую амплитуду Г(р, k; {р,}, v) (см. рис. 2) для 
случая ... -\-kn=p = k=0 в виде 

Г (0, 0; {р}, v ) h J П dki П S o (h, v) П SF ( ^ + - - - + А,; К,) X 
г—1 г—1 /=2 

xG(k = 0,ki, ... ,kn;n\v). (8) 
Здесь G(k, ki,...,kn\ v) — регуляризованная Р П В и перенормиро-
ванная v))-операцией фейнмановская амплитуда, соответствую-
щая заштрихованному на рис. 2 графу G с п-{-\ фотонным концом. От-
метим также, что возможные отличия графа Г общего вида от графа, 
представленного на рис. 2, несущественны д л я проводимых рассуж-
дений. 

Так как в Г(0, 0; {р,}, V) внешние импульсы равны нулю, т. е. 
лежат в евклидовой области, то можно развернуть на 90° все контуры 
интегрирования по нулевым компонентам внутренних импульсов, не 
пересекая ни одного полюса. При этом правая часть (8) сохранит свой 
вид, однако метрика импульсов станет евклидовой. В силу предполо-
жения индукции и (5) G(k, ki,...,kn; р " v) имеет предел при р/'—^оо. 
Кроме того, при евклидовой метрике G (...; р", v) мажорируется ампли-
тудой G(...-, т , v) . Поэтому подынтегральное выражение в (8) мажо-
рируется величиной 

const П I Do (kt, v) | П 1 ( k 2 + ... +k.;m)\ \G (0, kt,...,kn; m, v) 
£=1 /=2 

С помощью РПВ фотонной линии мы можем сделать Do(kh v) доста-
точно быстро спадающей при В результате оказываются вы-
полненными условия теоремы Лебега, а поэтому, вычисляя предел при 
JA—>-оо от Г(0, 0; {р}, у ) , можно переходить к пределу в подынтеграль-
ном выражении в правой части (8). Отсюда сразу ж е следует (в ) . 
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У т в е р ж д е н и е 2. Существуют и равны пределы 

lim l i m # 7 ( r , {и}, v) = lim lim RJ(r, {ц}, v). (9) 
(Х-*оо Г-*0 Ц-»оо Г-*0 

Д о к а з а т е л ь е T B о . Существование пределов в правой части 
(9) следует из теоремы Боголюбова — Парасюка. Предел по 0 в 
левой части (9) существует, так как мы не сняли еще РПВ. Кроме 
того, оператор R(d) зависит от полиномиально, и поэтому 

lim R (d) J (г, {ц}, v) = Ко ({fx}, v) + V я , (d) Kj ({Ц}, v), (10) 
S о ' . 

где индекс / нумерует отличающиеся набором сомножителей произве-
дения Jij(d) натуральных степеней коэффициентов d^g. 

Пусть dKg не зависят от {ц}. Оценка левой части (10) в специаль-
ном представлении по Хеппу [7, 9] дает в силу (10) для Kj 

lim К , . . . } , v) = 0 (/ = 0, 1, . . . ) , (11) 

Ц-»оо 

если хотя бы одно ik¥=0. Д л я R=R(0) отсюда следует 

lim lim RJ\r, {ц}, v) = К0 ({«, т, . . . } , v). (12) (Х-»оо г-*0 

Рассмотрим теперь R=R(d(jn, v ) ) . Из (10) для J получаем 

lim lim RJ(r, {ц}, v) — lim lim V CitCh ... X |i->oo Г-*о |X-»oo /—*0 . 1^,1-2,... 

X [/Co «И/,, И/,. . • •}, v) + V я , (d (ц, v)) к J ({|*t, H<2> ... >, V)]. (13) 
/ > о 

Утверждение 1 вместе с (11) показывает, что в пределе |х->оо отлич-
ные от нуля lim /Cj ({pi}, v) ( / , ^ 1 ) будут умножаться на равные нулю 

g ({0 , 0,...}, v ) ) и правая часть (13) просто равна Ко({т, т,...}, v), 
что с учетом (12) и доказывает утверждение 2. 

Отметим далее, что амплитуда / ( 0 , {р,}, v) и контрчлены к ней от 
R (но не #!)-операции конечны при ц, v < o o . Поэтому 

WmRJ(r,{\i},v)=R7(0,{\i},v). (14) 
r-i О 

Теперь у нас имеется все для завершения доказательства непо-
средственно теоремы. Подставим (14) в левую часть (9) и перейдем в 
обеих частях (9) к пределу v-^-oo. Мы получим 

lim lim RJ(0, {ц}, v) == lim lim VimRJ(r, {ja}, v), 
V-*oo |Л-»ЭО V-»00 JLI-+0O r->0 

что в силу (5) при d=0 и доказывает теорему. 
Таким образом, в настоящей работе обоснована возможность по-

следовательно совместить градиентно 'инвариантную промежуточную 
регуляризацию и ^-операцию в случае электродинамики. Построенная 
модификация ^-операции (^-операция) в сочетании с регуляризацией 
Паули — Вилларса по циклам обеспечивает отсутствие ультрафиоле-
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товых расходимостей как в конечном результате вычислений, так и на 
всех промежуточных этапах. 

С другой стороны, оператор R сохраняет явную градиентную инва-
риантность промежуточной регуляризации по циклам. Поэтому имею-
щаяся в работе теорема доказывает также градиентную инвариант-
ность sS-матрйцы, перенормированной стандартной ^-операцией. Отме-
тим также, что перенос центров вычитаний из нуля в какую-либо другую 
точку импульсного пространства (например, на массовую поверх-
ность для опинорных собственно энергетических графов) можно про-
вести градиентно инвариантным образом, нужно лишь принять во вни-
мание соответствующие тождества Уорда. 
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