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УДК 530.12:531.51 

В. Н. ПОНОМАРЕВ, А. А. ЦЕЙТЛИН 

О ВАРИАЦИОННОМ ПРИНЦИПЕ В ОТО 

Уравнения гравитационного поля были получены Эйнштейном 
феноменологически, как удовлетворяющие определенным физическим 
постулатам. Одновременно они были выв-едены Гильбертом [1] из 
вариационного принципа 

65 = б J R V~g d*x = j G^bgw V~g d*x + 
Q 

+ ф g ^ (6Г V - б V 6 r x ) p
p ) v ^ g dS% = 0, (1) 

где до. 

Gjxv = Riiv • ~ g[xvR> R^v — R iixv) R — g*1 Riiv> 

px 

дх*дхр дх^дху' dxildxv dxv дхр 
+ 

~Ь Г px Г pv ГР[Х5<) g — det (g'nv)! Г jj,v — g^p(giip,v gvp,n giiv,p)-

Отсюда уравнения Эйнштейна G ^ = 0 получаются тогда и только 
тогда, если поверхностный член в (1) в силу граничных условий обра-
щается в нуль, т. е. когда вариационный принцип согласован с краевой 
задачей 'соответствующих уравнений Эйлера — Лагранжа [2, 3], по-
скольку граничные условия дают ограничения на пробные функции, 
а тем самым на класс вариационных задач [4, 5]. 

Уравнения Эйнштейна являются уравнениями второго порядка от-
носительно метрики g ^ , поэтому краевая задача для них ставится, 
например, как задача Д и р и х л е ^ | o q = a ^ . Однако условий 6 ^ v | a Q = 0 
недостаточно для того, чтобы обратить в нуль поверхностный член 
в (1). Исключения составляют лишь гравитационные поля островных 
материальных конфигураций (асимптотически плоские метрики). 

Вообще говоря, можно утверждать, что данная краевая задача по-
лучается из некоторого вариационного принципа 65 = 0: а) если мы 
решаем систему уравнений Эйлера — Лагранжа при граничных усло-
виях, полученных из условия стационарности соответствующего опреде-
ленного интеграла 5, б) если полученные из условия стационарности 5 
граничные условия не противоречат порядку уравнений Эйлера — Лаг-
ранжа, т. е. соответствующий лагранжиан является собственным (не-
вырожденным) . 
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Собственным (невырожденным) для данной краевой задачи назы-
вается лагранжиан, не являющийся линейным по старшим производным 
функций поля [6]. Из этого определения следует, что лагранжиан грави-
тационного поля ££g = R V — g является вырожденным. 

Проиллюстрируем сказанное на примере из механики. Пусть даны 
два лагранжиана [7]%г =—— qq, обобщенная координа-

2 2 
та, точка обозначает дифференцирование по времени). В некотором 
смысле «5?! аналогичен a Jz?2 — так называемому «усеченному» 
лагранжиану JZD = g»v (— T V + Г ^ Л л ) [8] - Вариации соответ-
ствующих функционалов действия имеют вид 

и 
fiSx = - j qbqdt - - L qbq £ 1 - L qbq fe, (2) 

и 
и 

6St = -§q6qdt + -jq6qfc. (3) 
ti 

Из (2) мы видим, что необходимо задать q(ti), q{U), q{ti), qiU), 
чтобы получить уравнение движения q = 0 . Это, однако, невозможно из-
за порядка этих уравнений. Попытка в (2) задать только два условия 
qlq)\tl2 не приводит, как легко видеть, к физически осмысленному ре-
зультату. Что касается (3), то из обычной вариационной задачи с за-
крепленными концами 6<7( î) =6q(tz) = 0, согласованной с координат-
ной краевой задачей, следует уравнение q = 0. 

Возвращаясь к вариационному принципу в ОТО, следует отметить, 
что «усеченный» лагранжиан ££D является собственным для уравнения 
Эйнштейна. Интересно заметить, что хотя ££D не является общекова-
риантньгм скаляром, тем не менее именно 3 D (а не J£g) следует из 
компенсационного подхода к ОТО, как калибровочной теории группы 
трансляции Тк [8—Ю]. 

е = У ^ Ч ( y Ci/AC«* + - i - CJiRC»k - C / f 'Cw*) , 

C -̂ft — объект неголономности или напряженность калибровочного поля 
с потенциалами (8%— ha

[X)(ha
Vi,— тетрадные коэффициенты). 

В соответствии с принципами теории калибровочных полей <5fr4 
является квадратичным по напряженности поля. 

В заключение отметим, что ряд авторов рассматривал граничный 
член в (1) {13, 14] с различными целями. В частности, в [13] указы-
вается на невозможность обратить в нуль этот член при разумных гра-
ничных условиях для уравнения Эйнштейна. 

После завершения данной работы мы узнали о статье Гиббонса 
и Хокинга [14], где в качестве гравитационного действия предлагается 

- + ^ (4) 
М дМ 

Здесь обычное гильберт-эйнштейновское действие дополнено «поверх-
ностным членом» (К — разность следов второй фундаментальной фор-
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мы границы дМ в метрике g и в метрике плоского пространства). По-
верхностный член признан компенсировать вклад вторых производных 
от метрики в R, чтобы оно было квадратично по первым производным, 
как это требуется в методе континуального интегрирования, в рамках 
которого (4) применялось в [14, 15] для квантования гравитационного 
поля. (Применение (4) к ряду проблем квантовой гравитации см. так-
же в [16].') 

Остается заметить, что выбор (4) в качестве гравитационного дей-
ствия исправляет тот недостаток гильберт-эйнштейновского действия, 
который был отмечен в данной статье (фактически дело сводится к 
оперированию с «усеченным» лагранжианом), а потому с нашей точ-
ки зрения является необходимым. 
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