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МЕТОД ДВОЙНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ФРЕДГОЛЬМА ПЕРВОГО РОДА 

Интегральные уравнения Фредгольма первого рода 
ь . 

<р (х) = J К (х, у) 1Р (у) dy, 
а 
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( 1) 

где ф (х) - искомая функция~ а <р (xj ·считается известной, встречаются 
в различных задачах математической и теоретической физики, напри
мер, в задаче о дифракции на полуплоскости [ 1], квантовомеханиче
ской задаче о преобразовании волновой функции из одного представле
ния в другое [2]. В общем случае уравнение ( 1) не может быть обра
щено и решается приближенно [3]. Точные решения уравнения ( 1) по-

N 

.лучены только для вырожденных ядер К (х, у) = ~ f п (х) g п (у) [ 4], 
n=l 

ядер -- функций Грина дифференциальных операторов [ 1], функций 
К (х, у) служащих ядрами интегральных преобразований (Фурье, Хан
келя, Лапласа и т. п.) [ 4], ядер, зависящих от разности К (х-у) [ 4]. 
Весьма изощренными приемами получены точные решения для спе
циального вида ядер (уравнения Абеля, Шлемильха, с гипергеометри
ческим ядром и т. д.) [ 4, 5]. Пример ядер вида К (х-у) на бесконеч
ном интервале интегрирования (а= -оо, Ь = + оо) [ 1, 4] подсказы
вает, что уравнение ( 1) .путем применения подходящих интегральных 
преобразований во многих случаях может быть сведено к алгебраиче
-скому уравнению. Дальнейшее изложение можно рассматривать как 
обобщение метода решения уравнений ( 1) с ядрами вида К (х-у) пу
тем фу1рье-п1реобразования ядра и функции (J) (х) ,на случай ядер и ин
тегральных преобразований более общего вида. 

Будем считать, что образ некоторого интегрального преобразова
ния ядра К (х, у) по х факторизуется, т. е. содержит в качестве ·сомно
жителя ядро обращения другого преобразования (по у). Конечно, при 
таком обобщении ядро К (х, у) не будет функцией от (х-у). Рассмот
рим схему обращения уравнения ( 1) в этом случае. Пусть s (Л, х), 
t (Л, х) - я1дра интегральных преобразований с известными ядрами об-
ращений s (Л, х), t (Л, у), такие, что для «произвольных» функций 
s (х), ri (х) справедливы взаимно-обратные формулы: 

q 

6 (х) = J s (Л, х) si. (Л) d Л, 
р 

d 

Ss (Л) = J s (Л, х); (х) dx, 
с 

l 

't'l (х) = 5 t (Л, х) 11t (Л) d Л, 
k 
ь 

't'lt (Л) = J l (Л, х) 11 (х) dx. 
а 

(2) 

(3) 

(4) 
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Если s-образ ядра уравнения ( 1) 
d 

Ks (Л, У) = S К (х. У) s (Л, х) dx (5) 
с 

с обращением 
q 

К (х, у) = J s (Л, х) КJЛ, у) d Л (6) 
р 

имеет факторизуемую форму 

Ks (Л, у) = t (Л, У) f (Л), (7) 

то уравнение ( 1) можно записать в виде 
ь q 

ер (х) = J dy'i' (у) S t (Л, у) f (Л) s (Л, х) d Л. (8) 
а р 

После изменения порядка интегрирования правая часть уравнения (8) 
представляет собой s-разложение ,ср(х) 

q 

ер(х) = S ер5 (Л)s(Л, х)dЛ, 
р 

где 

eps (Л) = f (Л) 'i't (Л), (9) 
ь 

'i't (Л) = J '!' (х) t (!11, х) dx 
а 

и функция t (Л, у) ,в разложении (7). ·естес11венно продолжае11ся из ин
тервала (р, q) в интервал (а, Ь), если такое продолжение необходимо. 
Связь s-образа 1ср (х) и t-образа \j) (х) дается простой формулой (9) ~ 
осуществляющей алгебраизацию интегрального уравнения ( 1) при усло
вии (7). Обращение (9) ,с помощью фор,мул (3), ( 4) дает формальное 
решение уравнения (1) с ядром (6), (7) в виде двух квадратур: 

l d 

'!' (х) = J d Лt (J", х) f-1 (Л) J S (Л, у) ер (у) dy. (10) 
k 

Сделаем несколько замечаний по поводу приведенного решения. 
1. Верхние пределы интегрирования q, l для всех практически при

меняемых преобразований бесконечны (q=l= оо), нижние - р, k 
могут быть конечными (синус-, косинус-преобразования Фурье, преоб
разования Лапласа, Меллина и др.) и бесконечными: p=k=-oo 
(экспоненциальное преобразование Фурье). Пределы интегрирования 
в обращениях с, d, а, Ь могут быть беоконечными (~все ве:рХiние пре
делы) и даже лежать в комплексной плоскости (преобразования Мел
лина, Лапласа) [ 4, 6], 

2. Вопросы о классе допустимых функций ер (х), возможности пере
становки пределов интегрирования, ·сходимости интегралов и т. п. 

должны рассматриваться при конкретном выборе :преобразований 
s (Л, х), t (Л, х). Схема решения может быть распространена на обоб
щенные функции ер (х), '!' (х), К (х, у) [7]. 



29 

3. При известном решении уравнения ( 1) для ядра К (х, у) ,с об
разом (7) можно найти решение того же уравнения с ядром 

М (х, у) =а (х) ~(у) К (х,у). (11) 

Оно получается из р·ешения ( 1 О) с 1помощью замен 1ср (у)-+ср (у) а-1 (у), 
'Ф (х)-+'Ф (х) ~ (х) и имеет вид 

l d 

'!' (х) = ~-1 (х) S Г1 (Л) t (Л, х) dЛ S а-1 (у) s(I", у) ер {у) dy. 
k с 

4. В случае, когда преобразования по х и у совпадают, т. е. 

s (Л, х) = t (Л, у), 

изложенный прием может быть использован при решении не только 
уравнения первого рода, но и неоднородных уравнений второго рода: 

ь 

'!' (х) = ер (х) + µ j' К (х, у)'!' (у) dy. (12) 
а 

При этом для ядра К (х, у) с s-образом 

Ks (Л, у) = s (Л, у) f {Л), ( 13) 

s-образ искомой функции находится алгебраически: 

'!' (Л) = crs (Л) • 
s 1 - µf (Л) 

Примером таких уравнений могут служить уравнение с ядром К (х-у) 
[ 1], уравнение с ядром, разлагающимся в произведение бесселевых 
функций [ 1] и уравнение 

00 

'!' (х) = ер {х) -+· µ .r "'(у) dy, 
) х+у 

1 

решаемое с помощью преобразования Меллера - Фока [6]. 
5. В случае, когда верхний или нижний пределы интегрирования 

переменны, 

х 

ер {х) = S К (х, у) '!'(у) dy, (14) 
а 

уравнеrНие Вольтерра (14) может быть сведено к уравнеН1ию Фредголь
ма ( 1) с Ь = оо заменой К (х, у)-+0 (х-у) К (х, у), где е (х) - ступенча
тая функция. Аналогично устраняется переменность нижнего предела. 
Развитый выше мето,д применим ко многим уравнениям вида (14). 
Пример будет приведен ниже. 

6. Если функция f (Л) такова, что в решении ( 10) возможно изме
нение порядка интегрирования, то уравнение ( 1) имеет резольвентное 
решеьие 

d 

'!' {х) = S R (х, у) ер {у) dy, {15) 
с 
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где обратное к К (х, у) ядро 

l 

R (х, у) = S d'A f-1 (Л) t (Л, х) s (Л, у) 
k 

факторизовано в l ('А, х)-разложении 

R.1 (у, 'А) =s (Л, у) 1-1 ('А). 

Рассматриваемое как уравнение относительно <р (х) при известной; 
'Ф (х), соотношение ( 15) допускает обращение с помощью связи 

<ps ('А) = f ('А) 'Ф:t (Л), 
где 

ь 

'Фt ('А).= J t (Л, х) 'Ф (х) dx. (16) 
а 

В дальнейшем предполагается в_овможность разложения «произволь

ной» функции по полному набору t ('А, х) 
l 

'Ф(х) = Jt('A, х)Фt(Л)d'А (17) 
k 

с обращением (16) и заменой t~t: Такое разложение возможно для 
многих преобразований (Фурье, Канторовича - Лебедева, Меллера~ 
Фока). 

7. В случае, 1югда пределы интегрирования в формулах (2) и .(4) 
совладают (p=k, q=l), что выполняет·ся для интелральных преобразо
ваний с p=k=O, q=il=oo (Фурье, Ханкеля, Канторовича - Лебеде
ва, Меллина), и имеет место разложение ( 17), можно обратить порядок 
разложения ядра К (х, у) и начать его с разложения по 7 ('А, у). 

q 

К (х, у)= J К1 (х, 'А) t ('А, у) d'A, (18) 
р 

где 

ь 

К7{Л,х)= Jt(Л.,y)K(x,y)dy. 
а 

При факторизации t-образа я;дра 

К 7 (Л, х) = f ('А) s ('А, х) (19) 

получаем 1снова связь образов <р(х) и 'Ф (х) в виде (9). Часто удобнее 
начинать разложение ядра именно с формулы ( 18). Заметим также, что 
факторизация ( 19) образов ядра (7) возникает при наличии у двойного 
образа Ядра Ks,-i (Л1, Л2) б-образной сингулярности (сравните аналогич ... 
ный .случай для Ks,s (Л1, Л2)-преобразования на примере преобразований 
Фурье и Ханкеля в [1] ) . Действительно, при условии р = k, q = l к 
ура!вне~нию ( 11) лриводит двойной s, _t-о6раз ядра вида 

Ks,t (Л1 , Л2) = g (А.1 , Л2) б ('А1 - 'А2), 



где 

и 

d ь 

Ks,t ("л.1 , "л2) = J dx J IK (х, У) s ("л.1 , х) t (Л2 , у) dy 
с а 

l l 

К (х, У)= J J d"л.1 d"л.2 Ks,t (1"1 , Л2) s ("л.1 , х) t ("л.2 , у). 
k k 

Зl 

Положив g(Л, Л) =f(Л), получаем факторизованные образы ядра (7) 
или ( 19) после интегрирования по Л1 или Л2• Поэтому весь использован
ный при выводе решения (10) ~прием можно назвать методом двойных 
интегральных преобразований. 

8. Вычисление интегралов в формуле ( 10) облегчается наличием 
подробных таблиц интегральных ,преобразований, в которых приведены· 
интег·ралы, входящие в решение ( 1 О) для многих видов интегральных. 
преобразований и функций <р (х) [6-8]. 

Громоздким, но достаточно эффективным методом определения 
принадлежности ядер К (х, у) к числу факторизуемых, т. е. имеющих 
s-образы (7) или структуру ( 11), является прямое разложение ядра 
К (х, у) по различным ядрам интегральных преобразований (5) (при 
этом у рассматривается как параметр). Число используемых практи
чески интегральных преобразований невелико (порядка десяти), таб
лицы образов достаточно ,подробны и дают возможность не только про
верять факторизуемость ядер, но и построить несколько десятков 
существенно различных факторизуемых ядер. Примеры таких ядер 
дают, в частности, формулы 7.19, 7.20, 7.119, 8.26, 8.120, 9.143, 11.30" 
11.138, 11.274, 11.300, 12.7, 12.14, 12.18 из книги [6]. Чтобы уяснить 
способ их применения, ,рассмотрим примеры. 

1. Воспользуемся разложением Канторовича - Лебедева ядра [6" 
формула 11.174]: 

1 

К(х, у)= ( + пх) 2 ехр(-ху), (20) 

-К (х, у)= J "А th (n"л) Р _ _!_ +п. (у) Кп. (х) d"л., 
о 2 

(21) 

где Kv (х) - модифицированная функция Бесселя [9], вещественная 
при мнимом инде1юе .и х>О; Pv (х) - сферическая функция Лежандра 
первого рода, тоже вещественная ·при 

'V = - -1 + i"л.; о< "А < 00 [9). 
2 

Разложение (21) показывает, что 

Ккл ("А, у)= "А th (n"л) Р _ _!_ +п. (у) 
2 

содержит в качестве множителя ядро обратного преобразования Мел
лера - Фока Р 1 . (у). Поэтому образ разложения Меллера - Фо-- +~л. 

2 
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ка [6] искомой функции ЧJ (х) 
00 

'РмФ (Л) = 5 dy '1' (у) Р _ _!_ +п. (у) 
1 2 

связан с образом разложения Канторовича - Лебедева [61 
00 

еркл(Л) = 2п-2 Лsh nЛ. J dxep(x)x-1 Ко.(х), 
о 

00 

ер (х) = J Кп. (х) еркл (Л) dЛ 
о 

левой части уравнения 
00 1 

ер (х) = J ( + nx) 2 е-ху '1' (у) dy 
1 

простым соотношением 

'ФмФ (Л) = еркл (Л) л-1 (th nЛГ1 . 

Обращая МФ-·обраJ (24) с помощью формулы [6] 
00 

'Ф (х) = S dЛЛ. th nЛ-фмФ (Л) Р _ __!__ +п" (х) dЛ, 
о 2 

находим решение уравнения (23) в виде 

00 QO 

(22) 

(23) 

(24) 

'Ф (х) = 2п-2 j' dЛЛ sh Л Р 1 . (х) J dy· у-1 ер (у) Кп. (у). (25) 
--+~л. 

о 2 о 

Непр1именимость простого ,преобразования Лапласа (ядро е-Л.х) к функ
ции (20) связана с тем, что нижний предел интег.рирования в (23) не 
ноль, а единица. 

2. Интегралы Вебера [ 10] 
00 1 

S J0 (х Л) cos (Лу) d Л = (х2 -у2)-2 0 (х - у), (26) 
о 

00 1 

5 J0 (хЛ.) siп ЛуdЛ. = (у2 -х2)-2 8(у-х) (27) 
') 

дают возможность с помощью разложения Ханкеля по J0 (Лх) 

00 

ер (х) = J dЛЛ J0 (Лх) ())но (Л) 
о 

и косинус- или синус-преобразования Фурье функции ЧJ (у) решить урав
нение Вольтерра 

х 

ер (х) = J К (х, У) 'Ф (у) dy, 
о 
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или 

00 

<р (х) = S К (х, у) '\' (у) dy 
х 

с ядрами (26), (27), ум1ноженным1и на лр.оиавольные функци1и а(х), 
~(у). 

3: Неоднородное у~ра1внение (12) (а=О, Ь= ос>) с яд.1ром 

К (х, у) = (2у)- 1 ехр [-f (-; + ~ + ~; ) \ (28) 

решается преобразованием Конторовича:._Лебедева [6] с помощью ин
теграл.а [8, т. II] 

00 

Л sh лЛКп.(У)Ко.(У) dЛ = -·- ехр -- l- +-+- . J. :;t2 [ у / х у ху ) ] 
4 2 \ у х у2 

о 

Связь КЛ-образов (22) функщий '\' (х) и <р (х) им1еет вид 

'\'кл (Л) = <ркл (Л)/(1 - µ Кп. (у)). (29) 

Обращение связи (29) дает решение неоднородного уравнения ( 12) с 
ядром (28). Анализ применимости формул (25), (29) здесь приводить· 
ся не будет. 

. Можно указать и более 1оисте~матич'ес:к~ий ПIР'Ием распозна:ва1ния 
5tдер с факторизуемыми о6разами ( 13) ,· (19) для пр1еобразований 
s (Л, х), t (Л, х), являющих·ся ,собственными функциям:и ЛИ1нейных диф
фереюI;иальных операторов второго порядка, действующих на перемен
ную х: 

L~xs (Л, х) = + Л2s (Л, х), 

Ltxt (Л.х) = + Л2t (Л, х). 

Записав факт01ризосrза:нное ящ,р.о (6) ,в виде 

q 

К (х, у)= S s (Л, х) t (Л. у) f (Л) dЛ 
р 

и. подействовав на 1него операторам1и (30), получаем соотношение 

(30) 

(31) 

(Lsx + L1u) К (х, У) = О, (32) 

эк.вивалент1ное услов(ию факторизуемос'Iiи ядра (31). В формуле (32) 
берется знак мину1с 1при О\Щинаковых знаках в правых частях фор
мул (30). В фор~муле (32) Иlнтеnр.иро:вание по Л надо проводить после 
сложения (вычитания), предварительно перенеся действие операторов 
L!x, Lти под знак интеграла. Этим приемом ·Обезвреживает·ся воз·мож-

q 

ная расJСодимость интегралов S /...2s (Л, х) t (Л, у) f (Л) dЛ. Бели операто-
р 

ры L.~x просты, то проверка факторизуемоеги ядра К (х, у) ·С помощью 
условия (32) будет легче, чем разложение ядра по s (Л, х). К сожале
нию, не для всех преобразований ·соответствующие операторы просты 
и, кроме того, условие (32) 1не выполняется для ядер вида ( 11). 

3 ЕМУ № 6, физика, астро1юиия 
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Довольно просто выглядят дифференциальные операторы для мно
гих случаев: 

для ядер представлений Фурье (sin Лх, cos Лх, ei л х) 

знак правой части (3) «-»; 

d2 
Lp ---

х - dx2 , (33) 

для представления Лапласа (e-"l х) - оператор (33), знак «+»; 
1 

представления Ханкеля (J v (Лх) без множителя х 2 ) 

d2 1 d v2 
Lнvx =--+- ---- (34) 

dx2 х dx х2 ' 

знак «-»; 
представления Мейера [6] (Kv (Лх)) - оператор (34), знак «+»~ 
представления Меллина (х-Л) 

d d2 

Lмх =x-+x2
--

dx dx2 

знак «-». 
Простой [Jример применения дифференциал:ыных оператQров дает 

уравнение 

00 1 

q> (х) = J 'Ф (у) (х2 + у2)- 2 dy. (35) 
о 

Естественно искать разложение ядра в интеграл Фурье и Ханкеля, т. е .. 
применять операторы LFy и Lнv х к ядру 

1 

К (х, У) = (х2~+ у2) 2 

Простой расчет показывает, что индекс v оператора (34) - ноль и 

(Lнох - LFu) К (х, у) = О. 
От,сюда и ив полубесконеч1нос11и интер,вала ,инте1гр1ирования (35) сле
дует, что разложение можно вести по lо(:Лх), Ко(ЛХ) и sin Лу, cos 'АУ~ 
Так как К (х, у) конечно при у= О, х>О, то разложение идет по cos 'Ау. 
Особенность ядра при х=О, у=О делает предпочтительным разложе
ние по Ко (Лх). Восс.танавлиrвая факторшюванное ядро 

00 

К (х, у) = 2rг1 J сое 'Ау Ко (Лх) d'A 
о 

с помощью обращения разложения Мейера [6], получаем [ 1 О] 

00 ll+l" 

'Ф (х) = - 2i п-2 J d ЛЛ cos Лх J dz q> (z) z 10 (Лz), (36) 
о ll-i" 

ljдe б>О обеспечивает сходимость внУ'греннего интеграла в комплекс
ной z-плоскости, /0 (х) - модифицированная функция Бесселя [9], внут-· 
ренний интеграл берется первым. Анализ клас,са функций <р (х), до
пускающих решение (36), не 1проводит1ся. 
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Рассмотренный метод проверки факгоризуемости ядер позволяет 
в случае ядер, зависящих от параметров, например, 

К (х, у) = х!1- уВ (х2 + у2)-µ, 
находить значения параметров, при которых ядро факторизуется, и 
функции, по которым оно разлагается. 

Таким образом, метод двойных интегральных преобразований, рас
смотренный в статье, дает возможность находить формальные обраще
ния уравнений Фредгольма первого рода для широкого класса ядер, 
не ,рассмотренных в литературе. 

Авторы благодарны В. И. Григорьеву за полезные обсуждения. 
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