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ВОЗМУЩЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА ВО ВРАЩЕНИИ 
СПУТНИКА, ДВИЖУЩЕГОСЯ ПО КРУГОВОЙ ОРБИТЕ 

Оскулирующие элементы, основанные на интегрируемой задаче 
Эйлера—Пуансо, использовались при изучении вращения Земли [1], 

J2]. В последнее время возродился интерес к подобным переменным. 
В динамике твердого тела [3], [4], в механике космического полета [5] 
и в теории поступательно-вращательного движения небесных тел [6], 
[7] получили применение канонические переменные действие—угол, 
представляющие собой модификацию переменных^ использованных 
В № [2]. 

В настоящей работе переменные действие—угол используются 
.для изучения вращения спутника. n-г 

Рассмотрим вращение твердого спутника относительно собствен-
ного центра масс под действием сил притяжения к центральному те-
лу О, относительно которого центр инерции S спутника описывает 
кеплеровскую круговую орбиту радиуса а. 

Пусть Oxyz — инерциальная система координат с началом в цент-
ральном теле О, причем плоскость Оху совпадает с плоскостью орби-; 

ты спутника; Sxyz — система координат с началом в центре масс S 
•спутника и с осями, параллельными соответствующим осям системы 
координат Oxyz; система совпадает с главными центральными 
осями инерции спутника. Обозначим через А, В, С главные централь-
ные моменты инерции спутника. 

В осях Oxyz движение центра масс спутника определяется коор-
динатами * = a c o s . M , y=as\nM, где M=nt — средняя аномалия, 
я —среднее орбитальное движение. Вращательное движение спутни-
ка опишем каноническими переменными действие—угол [6] L, G, И, 
1, g, h, где G — модуль кинетического момента G вращательного дви-
жения спутника; Я—величина проекции вектора G йа ось Oz; h — 

долгота восходящего узла промежуточной плоскости Q, нормальной 
к вектору G на плоскости Оху, а величины L, I, g определяются, в ре-
зультате решения уравнений [6]: 

LX = L(\ + £ Lmcos2ml 
m—1 
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= / -f £ lm sin 2m/; • 
m=1 

ft 0 ) 

£ + £ X Sin 2m/, 
m=l; 

:где L b / ь gi — переменные Андуайе [2]; Li—величина проекции век-
тора G на ось инерции спутника; U—угол собственного вращения 
спутника, отсчитываемый от промежуточной плоскости Q; g\ — долго-
та восходящего угла плоскости S |r j спутника на промежуточной пло-
скости; Lm, lm, gm (т= 1, 2, ..., оо)—известные функции перемен-
ной b=G2/L2 и постоянного параметра ; 

е = — ( — Ц Д D = Г - L -}-— 

2 \ В A j с 2 \ А ^ В ) J 

Для, кинетической энергии имеем приближенное выражение [6]: 

Т ^ . ±,Ь . 1)(» : • ( - L + 
а силовая функция определяется формулой [8] 

U = k {[cos р sin (h — М) (sin lx sin gx — c o s c o s g l cos 9j) — 
— cos (h — M) (sin cos g l -f cos lx sin g l cos 0j) -f-

+ sin p sin (h — M) (cos lx sin 0x)f + 
+ б [sin (h — M) (cos gx sin 0X cos p j- sin pcos Qx) -j- cos; (/i — M) sin 0X sin gj]2}, 

k = (3/2)n2 (Л — 5); cos 0X = Z^/G; cos p = Я/G; б = (A _,С)/(Л — B). 
Используя формулы (1), после преобразований функцию V мож-

но представить в виде, весьма удобном для дальнейших исследова-
ний. Приведем окончательный результат:: 

U = k £ ик1,кгЛз (0, р) cos [kxl + к<£ + к3(к — M)], 
ktk2k3 

причем 

Ио.о.0 .= — ~ ('I — 26) [(2 — sin2 р) — (2 — 3 sin2 р) cos2 0<® — ' 

sin2 0(1 — 2 sin2 p) djĵ oi 

«0.0.2V = rr- sin2 p (1 — 26); 
.lb 

л2а.о.о = —(1—26) (2 — 3 sin2 p) cos2 0 • d Z - — - sin2 0 (1—2 sin2 p) dgj; 
8 4 

c r = l , 2, . . . 

U2m.2e.O = - ( 1 + 8 COS 0)2 d f L + - ^ L Sin2 0 (1 — 26) 4°8.m; lb о 

W2m.o!2v = — s i n 2 P [cos2 0 (1 — 26) e C — s i n 2 0 ^ ] ; 
16 
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«2т.е.О = — йя 2р sta 6 (gos 6 + в) 4.1* - sin 26 sin 2peffin (1 — 26); 
8 

"2m.2e.2v = ( 1 + V8 COS p)2 4e .m (1 — 28) — 
16 

— (1 + e COS 0) 2 (1 + V8 COS P)2 4e.m; 

«2m.e.2v = ~ ~ ~ (sin 2p + 2 v e s in p) (1 — 26 ) 4 L + s in 0 (cos 0 + e) d f U 
16 

— С л L H 
v, e = ± l ; 0 = — 0 0 8 0 = — ; • C 0 8 p = 

Л — D Cr Cr 

(k1 = 2m = 0, 2, 4, Afe = 0, ± l, ± 2 ; = 0, ± 2 ) , 

4°> = -i- i _ (2a4 + 2a2 — 5) e2; 4 ° l = i - (a2 — 2 — ea) e\ 

d{ll l ) (a 2 - 4 - 3 e a ) e 2 ; 4 e } . o = 4 ^ - ( a 2 - 3 ) e 2 ; 
OZ ^ ID 

4e.i, = 0 + ea) e; А = [2 - ea (a2 - 3)] e2; 
2 16 

+ 4Л = 1; 4 

42> = L («2 _ 1) e; dil = 4 - (« а + 2 a e + 3) e; 
4 4 

4 л = 1; l)e; 
4 

A = 4 - ( a - e ) ( a - 2 e ) ^ = i . ^ = - 4- ( « 2 - l ) 
4 4 

= 1 — -L (a2 — 1) (a2 + 3) e2; 4°l = e (1 — a2) f 1 — — (3a4+2a3—27)1; 
8 L 64 J 

0 Q 
a = — = sec 0. 

L 
Пусть угловая скорость спутника значительно превосходит сред-

нее орбитальное движение. Тогда, вводя малый параметр p—in/n^g) 2 

(n{g — невозмущенное значение скорости изменения элемента g), 
гамильтониан задачи представим в форме 

F = F e + I iF l , ( 2 ) 
где 

F0=T (L, G, е); 

F, = А, [ £ (0, р) cos (kxl -\-hg-\ k3 (ft —M))], 
kikika 

l = { Z l 2 ) n f ( B - A ) . 

Будем искать решение уравнений движения в виде рядов iio сте-
пеням параметра jx. При ц = 0 получаем формулы, представляющие 
собой общее, решение задачи. Эйлера—Пуансо (невозмущенное вра-
щательное движение): 
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Z. = z.0, /0 =/г<°>/-Moo. 

G = G0, g0=nft + g00, 

H = H0, h0 = h0Q, 

тде Lq, Go, Hq, k, go, hQ — постоянные интегрирования. Угловые скоро-
сти эйле'ровского движения я(0>, п^ определяются приближенными 
формулами 

Щ 
тде 

(0) _ _ L 0 

D [ 1 - т + 3> 4 = т ( т •+ т ) ' ° ° + i b > + " ' 

bo = Go/Lo. 

Предположим, что невозмущенные значения средних угловых 
-скоростей вращательного движения n f \ и орбитального движе-
ния несоизмеримы между собой. По известным правилам [9] вычис-
лим возмущения первого порядка для элементов L, G, И, I, g, к. 
В результате получим 

kik^ka 

— (Uktk2kX I Sin (Sktk2kJ + cfk^k,) 

g = £ 0 + 

(«*,*,*.)<>] Sta(Sktk,kJ + 
,fe2fe» j ) 

Y — \ l 
feifeafes 

OG ] о 

h = /ie-f ЦА, {«У + ( " M A ) o s i n f e , W + (3) 
ktkikt 

L = У s
kl ("Atfe2fe»)ocos(sklk2kj + ; 

klkikt 
V"! kn 

G = — № 2 j , , cos (sk,k2kj + fl'wJ; 
k^kiki 

H^Ho-iiX £ 
kikikz 

k1k2k3 

klkjti 
COS (Sk^kJ + 

% 

- 1~2
r

sLnap 0 ° + « а д - x 8G0 oG0 

X [ 2 < C C O S e 0 — A 0 (A20 + 1 ) E 2 ( 2 — 3 SIN 2 P 0 ) ] ; 

1 — 2 6 g l = 
f 16G0 

[4 cos2 p0 — a0 (a* + 1) <?2 (2 — 3 sin2 p0) cos 90 + 
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+ 4<® (1 - 6 cos2 po) cos2 0O] -

^ r - [ ( l - 2 s i n 2 p0) (ea0 sin 0O tg 0O + cos2 0O - 8<C cos2
 Po sin2 0O)]; 

OUo 

to, = - [do.osin2 0o + - 1 (1 - 26) (1 3do°oCOS2 0o) 1; 
G0 L 4 J 

sktkzkз = Mi0) + M f — = KU + hgo + h (h0—M0), -

НС означает, что" суммирование производится по всем, значениям-kiktks • I — 
индексов ku k2, k5, для которых ku k2 и не равны нулю одновре-
менно. Коэффициенты щ, (og и ш определяют вековые изменения? 
соответствующих элементов. Формулы (4) позволяют оценить вековые 
и периодические эффекты во вращательном движении небесных тел. 

Рассмотрим численный пример. Пусть главные центральные 
моменты инерции некоторого тела А = 0,177762- 10й кг-м2„ 
5=0,177592-Ю1 1 кг-м2, С=0,179612-1011 кг-м2. Пусть тело движет-
ся по круговой орбите в поле тяготения центрального тела ( п = 
= 0,524 град/сут). Примем за начальные значения Оо=0, р0==24°28'',. 

nf = 350,98 град/сут. 

Для указанных значений параметров невозмущенного движения, 
находим: • 

е = — 0,0567; б = — 8,40909; рХ 1,45239-10~6 G0. 

По формулам (4) вычисляем^ вековые возмущения элементов враща-
тельного движения I, g, h. 

, = 1,174614-Ю-5 град/сут; 

Ярю, = — 6,46587- ЮТ6 град/сут; 

Яр©̂  = — 2,01761 • 10~б град/сут. J" 

Таким образом, возмущенные скорости изменения элементов /, g 
меньше соответствующих невозмущенных значений, а скорость пре-
цессии вектора G в возмущенном движении превосходит невозмущен-
ное значение. 

Авторы: благодарны "'' -доктору . физико-математических наук. 
В. Г. Демину за внимание к работе. 
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