
бец входят все an+i i по одному разу. Действительно, из (10) следует, 
что, например, для строки 

•Mn+l v,pа — C/j-f-i (J, 

так как нет столбца с номером (р п + 1 ) , и для любых v и a (v, а = 1 , 
..., п) существует соответствующий столбец ( p = v , а ) . Из (10) видно, 
что ап+1 п стоит на пересечении строк и столбцов, для которых либо 
f x = n + l , а=п, либо р = п + 1 , v = n, т. е. на пересечении строк и 
столбцов, добавившихся при переходе от IGL(n—1,/?) к IGL(n,R). 
Значит, 

det ММ _ ag.Тя det М ^ ф 0. 

Следовательно, полная линейная неоднородная вещественная группа 
JGL(n, R) не имеет инвариантов. 
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А. П. ДЁМИЧЕВ, Н. Ф. НЕЛИПА 

ИНВАРИАНТНЫЕ ОПЕРАТОРЫ НЕОДНОРОДНЫХ ГРУПП. 
II. ГРУППА ISL(n, R) 

В предыдущей статье [1] был использован метод [2] нахождения 
числа и явного вида инвариантных групп и было показано, что у 
группы I/3L(n,R) инвариантные операторы отсутствуют. В настоящей 
статье, следуя тому же методу, мы покажем, что группа унимодуляр-
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ных: вещественных линейных неоднородных преобразований ISL(n,R) 
имеет один инвариантный оператор при любом п. 

1. Генераторы однородных преобразований luv (i, м-, v = l , 
..., w j j i^v) и трансляций Р% ( т = 1 , ..., п) группы ISL(n,R) удовлет-
воряют следующим коммутационным соотношениям: 

[Hi, Н }\ = О, 

[H i , /jxv] r - —-6tv/jt t ^£ + 1 цЛ'гИ V F 6t--|_I v /fxi+1, 

U1XV, / л т ] = — 6 ц Т / / . T , 

" 1УJ1V! Pp] = бдр Pv, 

[Hi, Pp] = 6£+i p Pi+i — 6,p Ph 

[Pp., Pv] — 0. 

2. Как видно, алгебра Ли группы lSL(n,R) удовлетворяет усло-
вию [1, формула (8)] и, значит, все ее инварианты полиномиальны. 

3. Переходим к определению числа операторов Казимира. Число 
параметров группы ISL(n,R), равное п2—\+п=п{п-\-\) — 1, всегда 
нечетно. Антисимметричность структурных констант группы приводит 
к тому, что матрица М также антисимметрична. Но определитель 
антисимметричной матрицы нечетного порядка всегда равен нулю. 
Значит, эта группа имеет по крайней мере один оператор Казимира. 

Покажем, что существует в точности один инвариант. Для этого, 
в соответствии с [1, (7)], необходимо доказать, что детерминант 
матрицы М, определенной в [1, (6)], имеет хотя бы один отличный от 
нуля минор порядка dim G—1. 

Чтобы записать матричные элементы в однообразном виде, вос-
пользуемся тем, что генераторы подгруппы Картана SL(n, R) можно 
выразить через генераторы GL(n,R): 

H i = I a — /f+it+i. 

Тогда для матрицы М получаем: 

Mnv.po = Cjlv,pa а-Ах = —бд аар т([х,р = 1, . . . , п f 1; v,cr = 1, . . . , п). 

Для упрощения вида матрицы (по аналогии с [1]) положим равными 
нулю все переменные а%х за исключением тех, которые соответствуют 

подалгебре Картана и подалгебре трансляций a n + i , k = p k . В- получен-
ном определителе выберем минор (dim G—1)-го порядка, вычеркнув 
строку и столбец с номером ( я + 1 . 1). Этот минор имеет вид, изобра-
женный на с. 9. 

Элементы миноров в верхнем левом и нижнем правом углах равны 
нулю в силу коммутативности как генераторов Hj, так и генерато-
ров Рц. 

В строках и столбцах среднего минора, обведенного пунктиром, 
стоит по одному элементу, потому что генератор (1ц— 7{+ii+i) полу-
чается только при коммутации , [ / г г + ь U+i J . Значит, этот минор 
отличен от нуля. Элементы миноров, расположенных слева и над ним, 
равны нулю в силу того, что все переменные а%%, которые их обра-
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1 2 I (12) ... (In) (21) (2л)... (/jl)...(« n—1) ( n + 1 2) ( n + l 3) ... (n+ln) 

h 
(12) 

(In) 

(21) 

(2 n) 

(ni ) 

(ran — 1) 

( n + 1 2 ) 

( " + 1 3 ) 

( я + ' l n) 

| 0 0 

а \ \ - "«22 

а11 апп 

! ° 
а2 2—<2ц 

а11 апп 

аПп~ - а и 

P2 
—P2 

0 
Pz 0.. 

—P2 Pi 
0—Pz 

О О 

О 

зуют, мы положили равными нулю. Элементы двух оставшихся мино-
ров определяются соотношением 

[HhPi] = bji+,Pj-biiPr 

Разложение минора М по первой строке приводит к минору, содер-
жащему по-прежнему один элемент в первой строке. Продолжая этот 
процесс, приходим к среднему минору, который, как отмечалось, отли-
чен от нуля. 

Таким образом, весь минор М действительно отличен от нуля, и, 
следовательно, группа ISL(n,R) имеет в точности один оператор 
Казимира. В качестве иллюстрации вычислим оператор Казимира 
группы ISL(2,R). Алгебра Ли этой группы состоит из операторов: 
Hi=(In—/22), /12, hi, P\ = h, Р2=1з2- Соответствующие им перемен-
ные в алгебре полиномов обозначим а ь ..., а5. Согласно [1, (3)], полу-
чим систему уравнений 

2 а , d f 2 а 3 
df — а 4 

df . -г аъ Л . 
да2 да3 дал да& 

о df а , df df 
— аъ~~ = 0 

dat 
а 

да3 <?а4 

2а3 f -~ai 
df__ df 

~ai-Г- = = 0 
CCi даг даъ 

= 0 (1) 

(2) 

(3) 

9 



Чтобы решить эту систему, выразим все частные производные через 
Уравнения (3), (4), (5) дадут 

оа.1 aat 

df а4 df 
да2 аъ дах 

Л . а5 df 
das а4 дах 

= ( 
2 а3 ; «1 \ 

\ а4 г % У 

(6) 

df = (ЗЬ+.ЪЛ J L 
даъ \ а4 ' <% / дах 

Подставляя эти выражения в (1) и (2), получаем два эквива-
лентных уравнения. Поэтому рассмотрим, например, уравнение (1): 

аъ ) да1 ии4 

Решением этого уравнения является функция 

f = f(g,a о, а3, аъ)\ g = {a2 at/a5) — аха^ 

Продифференцировав ее как сложную функцию и воспользовавшись 
(6), получим вид всех частных производных с точностью до множи-

теля h=h(a2, а3, а5,). Для его определения выразим из системы урав-
нений (1) — (5) частные производные через - ^ - и - ^ - и снова найдем 

дах даъ 
все частные производные, содержащие другой множитель. Сравнивая 
оба выражения для частных производных, найдем h=h(a\, а3, а5.). 
После интегрирования частных производных и сравнения их между 
собой получаем решение системы уравнений (1) — (5) в виде 

/ = + аъа\ — ага\. 

Поэтому, в соответствии с [1, (4)] получим для оператора Казимира 
группы ISL(2,R) (для перехода к более компактной по сравнению с 
симметричной формой мы воспользовались коммутационными соотно-
шениями) : 

C = (I11^I22)P1P2±InPl-InPl 
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