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УСТОЙЧИВОСТЬ ПОТОКОВ ИДЕАЛЬНОЙ 
НЕОДНОРОДНОЙ ж и д к о с т и 

В работах [1, 2] исследовано асимптотическое поведение во вре-
мени решения линеаризованных относительно среднего состояния 
уравнений гидродинамики и показано, что возмущения вертикальной 
скорости равномерно ограничены; на основании чего сделан вывод об 
устойчивости течения при R i > 0 . В [3] показано, что вихрь трехмерно-
го, тёчения неограниченно возрастает со. временем, т. е. течение 
неустойчиво. 

Цель данной работы состоит в исследовании асимптотического по-
ведения всех компонент скорости, и. вихря. Показано, что даже при 
росте вихря скорость возмущения остается ограниченной при R i > l / 4 . 
В этом, случае кинетическая энергия возмущений остается конечной, 
течение условно устойчиво. При Ш < 1 / 4 горизонтальные компоненты 
скорости неограниченно растут, однако вертикальная скорость не воз-
растает при Щ > 0 . Кинетическая энергия возмущений неограниченно 
(в линейной теории) растет за счет энергии, основного потока, т. е. 
течение .неустойчиво. 
^ Рассмотрим следующую задачу; в стационарный трехмерный пло-
скопараллельный поток несжимаемой жидкости, направленный вдоль 
оси х, вносится возмущение. Основным методом изучения устойчиво-
сти течения является линеаризация, уравнений гидродинамики относи-
тельно бесконечно малых возмущений основного потока. Пусть . 

V = {U0 + и, v, а»}, Р - Р о f Рх, р = р0 + Pi-
Здесь 

U = U0(z), p = p0(z), = 

— параметры основного потока, и, v, w, pi, pi т-г- возмущения, обозна-
чения стандартные. 

Д л я удобства обозначим все компоненты возмущений скорости, 
рихря, плотности и давления и, v, w, Г\, г2, г3, р ь рг единым символом 
Ai(x,y,z,t), где / = 1, 2, ..., 8 соответствует и, v, ..., рь а их образы 
Фурье и Лапласа имеют вид 

4л(2, t) = у, z, t)dxdy, 
—м 

м -
•A'pkn = J erPt.Abiz, t) dt. ; 

о 

Задачу будем решать следующим методом: линеаризуем уравнения 
гидродинамики идеальной несжимаемой жидкости, получим систему 
уравнений для образов Лапласа и Фурье, выразим из нее все неиз-
вестные функции A'pkn через А%п (образ Фурье и Лапласа вертикаль-
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ной скорости). Как известно, [1, 2, 4], мы приходим к следующей за-
даче для Alkn = wpkn\ 

( _ £ a d В я2 1 (fe2 + »2)gP L , 

1 dz* dz p + ikU0 (p + ikU0f j pkn 

" p + ^ I <fe« P dz ' П ) WkAZ' U) (p + ['Шо)2 Р*'г (2' U)' 

^ ( 0 ) = 0, ш р й п (оо) + 0. (1) 

Здесь использованы следующие обозначения: U'0 — du* ul — d2U° р — I dp о 
dz dz2 Po dz 

Wkn(z, 0), Pfen(2,0) — образы Фурье возмущений плотности и скоро-
сти в начальный момент. 

Определив А%п (z) из (1) и далее все компоненты обра-
щением преобразований Лапласа и Фурье мы завершаем решение за-
дачи — получаем асимптотические по времени выражения для 
AJ(x,y,z,t), j= 1—8. 

Решение задачи в случае линейного профиля скорости основного 
потока ( U o = R z ) при изотермической стратификации (j5=const) . 
Проделав замены: 

<*pkn(z) = e™2Wm(z), <У = Хр, 

X = (4&2 + 4п- ра)1 /2/£#, Ri=g P/R*; 

trf = 1/4 — ( £ 2 -т n2)Ri/&2 , (2) 

z = %kRz, s = 

из уравнения (1) получаем: 

f d 2 1 | s : ( 1 / 4 ) - m 2 1 XT (?) , x2(z) ^ 
I dz* 4 f — ia ' (z — го)2 . j pkn 1 — ia ' {2 — tcr) 

Здесь и Аг
2(2) без труда выражаются через wkn(z, 0), phn(z, 0). 

Решением дифференциального уравнения с граничными условиями (3) 
является функция 

со 
Wpkn (z) = j G (z, z0, a) [X, (z0)/(z0 - ia) -f X2 (z0)/(z0 - ioY]dz0, (4) 

0 

где, как известно [2], 

G(z, z0, с) = f(— 1 yW^-iayW, (-ia)} x 

X [W2(-ia)W1(z0-ia)-W1(-ia)Wi(z0-ia)] при z > z 0 , (5) 

G (г, z0, a) = [ ( - 1)» (z0 - i a ) / ^ ( - ia)] X 

X [ Г 2 (— ia) Wr(7— ia) — Wx (— ia) W2 (z — ia)] при z0. 
Здесь Wi(z) = Wsm(z), W2(z) = W-sm(z) — вырожденные гипергеомет-
рические функции в обозначениях [5]. Определив все компоненты 
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Apkn и з уравнений движения через wpkn и ее производные, полу-
чаем с учетом (4), (5) выражения вида 

л! / Л i / Л Г dNG(z,z0,a) хв(го) . /С\ Apkn (г) = Фh, (г) \ —~ ^ Г dzo- (6> 
J dzN (z-io)A(z0 - i a f 

Здесь q>ln (z) — функции, зависящие от параметров основного пото-
ка. При возмущении в начальный момент поля скорости В= 1, поля 
плотности — В — 2; для / = 3 , 7, 8, т. е. для возмущений соответствен-
но вертикальной скорости, плотности и давления A+N=0 для / = 1 , 
2, 6, A-\-N= 1, для j—4, 5, A-\-N=2. Обращение преобразования Лап-
ласа дает выражения вида 

AL (z, t) = —— f е# Apkn (г) dp. (7) 
2я i J 

С 
Проведем асимптотическую оценку обращения преобразования 

Лапласа. В (7) С — контур, параллельный мнимой оси, проходящий 
правее всех особенностей подынтегральной функции (ПФ). Будем 
сдвигать контур влево. Так как W ь W2 — аналитические функции 
комплексного переменного в области Re/?>0, особенностями ПФ бу-
дут возможные нули функции Wi(—ia), такие что R e p > 0 . Известно 
[6, 7], что таких нулей при R e p > 0 нет. Следовательно, контур можно 
двигать до мнимой оси. Если сдвигать контур далее, то нули стоящей 
в знаменателе ПФ (7) функции Wi(—ia) (5), лежащие на мнимой 
оси [6, 7], станут полюсами ПФ. Они дадут вклад в интеграл — дис-
кретную сумму осциллирующих членов, обычно получаемых методом 
Фурье в классической теории устойчивости. 

Особый интерес представляет вторая часть интеграла, описываю-
щая поведение решений, обусловленное непрерывным спектром соб-
ственных значений. Оно определяется оставшимися особенностями 
ПФ, которые, очевидно, — см. (6), (7) — находятся в точках 

2 — £ сг = 0, z0 — i а = 0. 

Для учета вклада от этих особенностей разобъем интеграл в (7) на 
три части: 

£ Lg 00 
AL(z>t)= j (...)dz0+ j (...)dz0 + j = + + (8) 

0 t - s "z+s 

Здесь e — произвольное достаточно малое положительное число. 
В первом и третьем членах особые точки не сливаются. Так как важ-
но поведение ПФ в окрестности особых точек, разлагаем W\, W2 в ряд 
и оставляем главные члены разложения (5], например: 

(z) ^ {Г (— 2т)/Г [(1/2) — т — s]} z^)+m + 

+ {Г (2т)/Г [(1 /2) + m — s]} z(]/2)~m. (9) 

d^ W Аналогичное разложение нетрудно выписать и для —.. 
d zN 

Для простоты проведем детальный анализ для реальных т, тогда 
только последние члены в (9) играют существенную роль. Учитывая 
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(9), (5), (6), (7), можно заметить, что интегралы J и h в (8) по кон-
туру С принимают простой вид и легко вычисляются при учете ра-
венства [5]: 

f ««(а + ру dP = г ' - 1 , Re; < 0. 
с к ' 

Интегрируя далее по частям, получаем оценки для интегралов / 3 
в (8): 

Jv J3 ~ e-^zt tA+N+m-3/2 ( 1 4 - 0 (t)), 
(10) 

/ j , Ja~e-ik*zt/в+т-5/2(1 4 o(t)), 

Здесь не выписаны явно множители, не зависящие от времени. Оста-
лось оценить J2 в (8). На контуре интегрирования в (8) при учете 
(5), (6), (7), (9) ПФ ведет себя, как 

Ф' (z, z0, k, п) • (г0 — (z — ioflъ-т-л-ы^ 

где tp̂  — ограниченная функция Zq. Оценивая интеграл по 20 (с уче-
том малости е) и обращая преобразование Лапласа, получаем 

У2 ~ ^kRzt tA+B+N+2m-Z ( [ ..:. (11) 

Окончательно, складывая / ь /2 , /з, с учетом (10), (11) получаем 

AJ
kn (г, 0 = AL (Z) T A + B + N + 

Здесь через обозначена часть, не зависящая от времени, которая 
быстро убывает при \k\, \п\—>-оо, если начальные возмущения диф-
ференцируемы достаточное число раз. 

Оценим обращения преобразований Фурье по у при больших t. 
Чтобы исследовать поведение во времени возмущений гидродина-

мических полей АЦх, у, z, t), осталось обратить преобразования Фурье. 
Учитывая (12), можно записать: 

00 
А' (х, у, Z,t) = j j etn« е^х-Ы) t2m+c А{п dn dk. 

—00 

Здесь C=A + B + N—3, m = K( l / 4 ) — (k2 4 n2)Ri/k2. В точке L = 
=x—Rzt, т. е. в точке, сносимой по потоку, имеем: 

1. Для двумерных возмущений (A!
kn = б (п) Ai) 

оо 
А> (L, у, z, t) = fiVtiffi—RT+c j gikLt dk, (13) 

—oo 

здесь б (ti) — дельта-функция. Картина течения переносится потоком, 
характеристики растут как £2̂ (1/4)—ш +с_ 

2. Для трехмерных возмущений использование модифицирован-
ных методов перевала и стационарной фазы [8] при интегрировании 
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по п приводит к 
0 0 ' 

A? (L, у, z,t) = t2 i^(i/4)-Ri + С / / Ш j (Z> ( 1 4 ) 
— 0 0 

Очевидно, что f в стационарной точке рост возмущений не превышает 
роста возмущений в точке, сносимой но потоку {для доказательства 
достаточно провести грубые оценки, заменив интегралы в (13), (14) 
их модулями). , 

Вернемся к исследованию асимптотического поведения решений 
(1). Нетрудно проверить, что для монотонного профиля скорости Спра-
ведливы все оценки,: приведенные выше, только дискретный спектр 
будет определяться нулями функции D(p), а не Wi(—io). Наиболее 
подробный обзор общих теорем о нулях D(p) имеется в [10]. Сущест-
венно, что при R i > ( l / 4 ) D(p) не имеет нулей в области R e p > 0 [9]. 

Обсуждение результатов. В потоке неоднородной жидкости мак-
симальный степенной рост со временем трехмерных возмущений, обу-
словленный непрерывным спектром задачи, имеет место в точке, сно-
симой по потоку. 

При возмущении в начальный момент поля плотности и поля ско-
рости амплитуды возмущений гидродинамических полей изменяются 
как 

~ t2m~l для рг, w, 
— t'm ДЛЯ и , V, Г 3 , р г , 

~ t2m+1 ДЛЯ гг, г2, 
где 

т = ] / (1 /4) - -Ri, Ri = - М — . 
Ро dz (f/0)2 

При возмущении в начальный момент только поля скорости все оцен-
ки домножаются на t~l. 

Доказана следующая теорема. Течение неоднородной жидкости 
условно устойчиво при R i > ( l / 4 ) всюду в потоке: вихри растут, а ско-
рости ограничены; при R i < ( l / 4 ) течение неустойчиво относительно 
возмущений поля плотности: и скорость и вихрь неограниченно ра-
стут. Вертикальная компонента скорости убывает, как и в [1, 2], при 
R i > 0 . 

Автор глубоко благодарен JI. А. Дикому за руководство работой. 
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