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СООТНОШЕНИЯ МАРКОВСКОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ 
НЕРАВНОВЕСНОЙ ТЕРМОДИНАМИКИ ПРИ НАЛИЧИИ 
ВНЕШНИХ СИЛ 

Введение. Как известно (см., например, [1] ) , термодинамика не-
равновесных процессов занимается двумя типами проблем. Во-первых, 
исследуются уравнения, которым подчиняются внутренние термодина-
мические параметры, точнее, неравновесные средние Л а = < 5 а > , 
а = 1 , ..., г. Во-вторых, исследуются универсальные соотношения, ко-
торые имеют место между диссипационными характеристиками с од-
ной стороны, и флуктуационными — с другой. 

К проблемам первого типа относятся хорошо известные соотно-
шения Онзагера (например, [2]), касающиеся линейной части релак-
сационных уравнений (без внешних сил) 

Л» = - Ф « ( А ) . (1) 

В настоящей работе будет рассмотрена другая проблема „дервого 
типа, а именно вопрос, как- по уравнению (1) восстанавливать соот-
ветствующее уравнение с внешними силами: 

Аа = -Х«(А, - g ) , (2) 

где g= {ga} — внешние силы, сопряженные с параметрами Аа. 
Уже на примере соотношений Онзагера известно, что удобно сде-

лать замену переменных: ввести «внутренние силы» 

a.(A) = r * " У . 

где Р - 1 — kT, а доо(В) — равновесное распределение случайных внут-
ренних параметров при отсутствии внешних сил. Уравнения (1), (2) 
преобразуются тогда к виду 

Аа = — фа(а(А)); Аа = - / « ( а ( А ) , - g ) , (3> 

причем ф ( a ) = f (а, 0). Соотношения Онзагера имеют вид: 

—— — ——— при а = 0. оар саа * 
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Нашей задачей будет получение соотношений, касающихся полных 
функций fa (а,— g) . 

В настоящей работе получено, что в рамках двухиндексной (ли-
нейной) теории уравнение с внешними силами однозначно воссоз-
дается по уравнению без сил; в рамках же трехиндексной теории оно 
в общем случае воссоздается лишь частично. Полное воссоздание 
трехиндексного члена имеет место в частном случае, когда рассмат-
ривается только один нечетный по времени параметр. 

§ 1. Исходные равенства. Пусть А = ( Л ь ..., Аг) — внутренние тер-
модинамические параметры, которые являются средними от некото-
рых функций динамических переменных: 

Аа = {Ва{д,р)). 
При инверсии времени t—>—t, функции Ba(q,p) переходят в 

Ba(q,—р)- Будем предполагать, что 

Ва (q, —р) = 8аВа (</, + р), (4) 
т. е. что Ba(q,p) являются собственными функциями оператора ин-
версии (з противном случае следует вместо Ba(q,p) рассматривать 
Ва (q,p)±Ba(q, —р). 

Пусть Ba(q,p) эволюционируют во времени в соответствии с га-
мильтонианом 

Н (q, р) = Н0 (q, р) - £ gaB* (q, р), (5) 
а 

где Ho(q, р) — гамильтониан, четный по времени: 

H0(q,-p)=H0(q,p). (6) 
Будем предполагать, что В ( t ) = {Ba[q(t), p(t)]} есть совокупный 

марковский процесс. Тогда из (4) — (6) тем же способом, что и в 
[3, 4] (см. также [5]) из условия временной обратимости процесса 
В(^) можно получить 

*ai...art (8 а, — 8 g) (— 8ttl) . . . (— &aa) = 
ОО 

Sam 
^ И а , . . а я + Ш ( а , - g ) (aan+1~gan+1) . . • ~ g a n + m ) , V) 

m=0 
где 

(а> ~ g) = j ^ . . . a , (B, - g) (B) dB; 

Ka1...a[ (B, —g) — коэффициенты кинетического уравнения при наличии 
внешних сил (см. Приложение, (41)); а 

wa (В) = N~l ехр (Р аВ) w0 (В) (8) 

распределение, равновесное при наличии внешних сил а. 
Далее, то обстоятельство, что (8) является равновесным распре-

делением при a = g , приводит к дополнительному соотношению 
оо 

2 -^Г *«.-«« (а' - g) - Sat) * {Оат ~ gaj = 0 (9) 
т—1 

(см. Приложение). 
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Обозначим Xh — cik при k== 1, г и xh——gk-r при k=r+1, ..., 2г. 
Тогда (7), (9) можно записать: 

00 

Sam 
J ^Ka 1 . . . a n k 1 . . . k Jx )X k l . . .X k m , (10) 

т=О 
оо 

VI Ь т 

1* О 1 ) 
т=1 

где Ek—ek-r при k>r\ k\, ... пробегают значения 1, ..., 2г; 
Умножим (10) на uai<-.uaal п\, просуммируем по ai ...an 

от 1 до г, а затем просуммируем по п от 1 до оо. Получим 

D{— e u , e x ) = e й и £>(и,х) , ' (12) 
где 

оо 
Х) ' = " • • "«и X«l- an 

И=1 

а _ а 
Х1ЙГ ~~ 2jX/c duk k=\ 

Обозначая 

D t (u, x) = (1/4) {[D (u, x) 4- 0Z) ( - e u, x)] + 

±[D(u, ex) + 0D(— 8U, ex)]} (9 = ± ) , (14) 

имеем 

D (u, x) = DX (U, x) + Dt (u, x) + D+ (u, x) + DZ (u, x); 
(15) 

D (— 8 u, 8 x) = Dt (u, x) — Dt (u, x) — D+ (u, x) + DZ(u, x). 

Подставляя (15) в (12) и разрешая получающееся равенство относи-
тельно Dt (u, х) + D+ (и, х), нетрудно найти 

Dt (и, х) + D+ (и, х) = _ th Р х [Dt (и, х) + DZ (u, х)]. (16) 

Используя разложение 

t h ("2") = S C 2 v + , z 2 v + 1 = T z ~ 1 T z 3 + " ' 
v = 0 

и приравнивая в (16) члены одинакового порядка по и при учете (13), 
(14) получаем 

х£...«я (X) = c2 v + 1 Р + 1 Kl[\kl...k2v+l (x)xkl... Xk2v+1, (17) 
v = 0 

если среди ai ... a n имеется нечетное число четных по времени индек-
сов (т. е. если (— e a i ) . . . (— гап) = — 1). Здесь y(k) = и г . . .eA2v+i • А н а " 
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логично из (16) имеем 
оо 

-y(k) = - £ c2v+i Р + 1 ( х ) * * , . . . (18) 
v = 0 

если число четных по времени индексов четно (если(—eK l) ... (—е а п ) — !)• 
Из (11), как показано в Приложении, можно получить 

£ C2V+1 р + 1 x ^ 2 v + i . . . Xfe2v+1 = 0, (19) 
v = 0 

где, как и раньше, y{k) = ekl ... efe2v+1. 
Полученные равенства будут применены для вывода основных соот-
ношений. 

§ 2. Двухиндексные и трехиндексные соотношения. 1. Пусть все 
параметры А а четны по времени. Тогда, как видно из (14), будем 
иметь 

Dt = De; D& = 0; х£...«„(х) - ха,...а/г (х). 

При этом равенства (17) примут вид [6] 
00 

(20) 
v = 0 

Положим 1 = 1 в (20) и продифференцируем это равенство по яр, 
Р = 1 , ..., г в точке х а + г + Х а = 0, а = 1 , ..., г (т. е. в точке g = a ) . По-
лучим 

ха>р = — (1/2)х«р при a = g. (21) 

Дифференцирование же по хг+$, р = 1 , ..., г дает 

х а . , + р = — (1/2) х а Р при a = g. (22) 

Сопоставляя (21) и (22), имеем 

х а , н-р = ха>р при a = g. (23) 

2. Положим / = 2 в (20). Дифференцирование по * р , a:v дает 

X«,p,v = — (Р/2) (xap,Y + Xav.p) при а - g. (24) 

Дифференцируя же по , хт+у, получим 

xa,pv = — (Р/2) xap,v + xaY,p) при а = g. (25) 

Здесь и в дальнейшем пользуемся обозначением у = r + Y - Наконец, 
дифференцирование по хг+$, хг+

у дает 

xa,pv = — (Р/2) (xaP>v + xaY,p) при а = g. (26) 

Вычитая (24) из (25), имеем 

Aa>pv = — (Р/2) Aap.v при а = g. (27) 

Здесь и в дальнейшем обозначаем 

Aa.Pv = — xa,pv, Aa>p^ = xa> |^ — xa>pv и т. п. (28) 
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Вычитая же (24) из (26), находим 

Аа.Ру = — (Р/2) (Aap.v + A«v,f) ПРИ а = g. (29) 
Комбинируя (27) и (29), будем иметь 

A a j y == Aoc.pv + A«v,p при а = g. (30) 

Последнее равенство, если учесть (28), эквивалентно 

+ = + ««.Pv при а = g . (31) 

3. Пусть теперь среди А а имеются как четные, так и нечетные по 
времени параметры. При этом каждое основное соотношение с п ин-
дексами ai ... а п будет зависеть от множителя e a i . . . е^ . Так, соот-
ношение (23) будет справедливо при 8а8р = 1. Соотношение (31) бу-
дет справедливо при ^«ep&j, = 1. Получим соответствующие соотноше-
ния для другого случая, когда е^ер = — 1, а также eaepev = :— 1, 

Продифференцируем (19) сначала по четному относительно вре-
мени параметру аи а затем по нечетному параметру aj, после чего 
положим ха + л : а + г = 0 , а==1, ..., г. Будем иметь 

*/,/ + = 0 при а = g. (32) 

Аналогично дифференцируя по a,, aj+r, имеем 

x/j+i- + x / t , = 0 при а = g. (33) 

Взяв разность между (33) и (32), находим 

Ki,l+r= п р и а = g , 

а, следовательно, и вообще 
> Ч Р = «а,р ПрИ а = g, (34) 

если Ea 8 р = — 1. 
Из (23) и (34) видим, что соотношение ха>р+г = ха>р справед-

ливо всегда, вне зависимости от знака е а 
4. Продифференцируем теперь (19) по нечетным относительно ин-

версии времени параметрам a / t , a/2, a/3 и положим * a + * a = 0 . По-
лучим 

И/l/Ws + */»/,./, + — №2/2) з = 0 при а = g. (35 ) 

Дифференцирование по а!х, а/2, а д а е т 

Kj\.iJ3 + + */»/,/, — (Э2/2) и/,/,/. = 0 при а = g, 

что после вычитания (35) приводит к 

А/,./,7. + А/2,/,7з = 0 при а = g. (36) 

Аналогично, дифференцируя по а/,, аг , аг и вычитая (35), имеем 

Д/,,7.7. + Д/../Л. + Д/ ./,7. = 0 при а = g. (37) 

Из (36), (37) можно заключить, что и вообще 
AaJv + Ар,ay = 0 » 

Aa,pv + Ap.av + A?,ap = 0 при а = g, 
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если 8aspev = — 1. Второе из этих равенств с учетом первого может 
быть записано в форме (30) или (31). Это означает, что соотношение 

»4flv + xa,Pv =" xa,Pv + xa,pv при а = g (38) 
справедливо всегда, вне зависимости от знака 8aepeY. 

§ 3. Обсуждение результатов. Пусть задано уравнение (при от-
сутствии сил) 

Аа = сар + (1/2) dapY«pav + . . . (39) 

(см. первое уравнение (3 ) ) . Обсудим, в какой степени при этом ста-
новится определенным уравнение с силами 

Аа = X a (х) = Xa.fe (х°).*й + (1 /2) Xo.t.A, (х°) XktXk, + • • . (40) 

Здесь х° есть точка a = g . 
Из (23), (34) следует, что первый член в (40) можно записать 

Ka,k (Х°) Xk = Caf$ (flp — g p ) . 

Это значит, что линейный член без сил полностью определяет соот-
ветствующий член с силами. Далее из (31), (38) следует, что 

ха,йл (х°) = {^«Pv (ap«v — g$gy) — (ар — £p) 
Мы видим, что dapv не полностью определяет второй член в (39), 
Однако в том частном случае, когда имеется лишь один ( г = 1 ) нечет-
ный по времени параметр, формула (36) при / 1 = / 2 = / 3 = 1 дает 
Ai , i2=0, а (37) при этом дает Д 1 > 2 2 =0, так что член ка,кгкг (х°) х^хк2 
принимает вид d\и (ах—gi)2. 

Подобным же образом могут быть найдены соотношения, затра-
гивающие более высокие функции xKl _ a • (X), я > 1. 

Однако, как показал анализ, уже в четырехиндексном случае ре-
лаксационное уравнение с силами восстанавливается по релаксацион-
ному уравнению без сил лишь частично, даже в случае наличия лишь 
одного параметра. Поэтому соответствующих четырехиндексных фор-
мул мы здесь приводить не будем. 

Приложение. Вывод равенства (2.17) 
Уравнение марковского процесса при наличии внешних сил g 

имеет вид A;(B = RGA;(B), где 

= t ( Т . Г м . * - - • . < ' • <41> 
m= 1 1 »» 

Распределение (8) при a = g является стационарным, т. е. удов-
летворяет уравнению Rgwg=0. Умножим последнее равенство на 
ехр{р(а—g)B} и проинтегрируем по Ви ..., Вт. После многократного 
интегрирования по частям получим (9). Равенство (11) коротко мож-
но записать так: 

( e Pxs_ 1 ) Х ( Х ) = 0 . (42) 
2г 

Здесь x S = ^Г xkSk, Sk — оператор дописывания индекса k (т. е. Sk% = xk). 
к=1 

Учитывая, что ха1...ад(*) = x£...an(*) -г Xo,...an(-«), приводим (42) к виду 

[ch Ф xS) — 1] (х+ + х ) -f sh Ф xS) (х+ 4- х~) = 0. (43) 

4* 51 



Нетрудно понять, что члены, входящие в сумму 
оо 

[ch ф XS) - 1 ] х - = £ - ^ i - , (X) хкг1, 

относятся к тому типу членов, которые входят в ££t(u, х) -}-Щ(и, х), 
т. е. которые стоят в левой части равенств (17), (18). Применяя эти 
равенства, имеем 

(ch г — 1) х - = — th (2/2) (ch г — 1) х~ 

Аналогичным же образом получаем 

sh z • = — th (г/2) sh 2 • 

что равно —(chz—1)х+ и сокращается с соответствующим членом в 
(43). Учитывая также, что s h z = t h ( z / 2 ) ( c h z + 1 ) из (43), находим 
th (z /2 )x~=0 , что эквивалентно (19). 
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С. Н. ЛУЗГИН 

ОХЛАЖДЕНИЕ ГАЗА РЕЗОНАНСНЫМ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫМ ПОЛЕМ В УСЛОВИЯХ 
НАСЫЩЕНИЯ 

В резонансном электромагнитном поле на атом действует сила 
светового давления, обусловленная рассеянием на нем квантов света 
[1, 2]. Ханшем и Шавловым [3] впервые было обращено внимание на 
возможность использования этой силы для охлаждения разреженных 
газов. Охлаждение, имеющее место в случае, когда частота поля ю 
меньше частоты рабочего перехода соаь, является следствием резонанс-
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