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К ОБОСНОВАНИЮ КЛАССИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
ДВИЖЕНИЯ ЗАРЯДА И СПИНА 
ДИРАКОВСКОЙ ЧАСТИЦЫ 
В ОДНОЧАСТИЧНОЙ КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ 

Исследованию движения поляризованных частиц посвящена об-
ширная литература (см. [1]). Особую актуальность эта проблема при-
обрела в связи с экспериментальным подтверждением эффекта само-
поляризации релятивистских частиц, движущихся в ускорителях и на-
копительных кольцах [2—7]. 

В практике расчетов движения спина во внешнем электромагнит-
ном поле в-последнее время стали широко применяться классические 
уравнения движения Баргманна — Мишеля — Телегди [8]. Эти уравне-
ния описывают движение спина для заданного классического движе-
ния заряда. Они получаются из уравнения Дирака квазиклассическим 
методом в нулевом приближении по Я [9—10]. Известен и другой чисто 
классический вывод этих уравнений (см., например, [11]). 

В настоящей работе для вывода релятивистских уравнений движе-
ния заряда и спина используется одночастичная квантовая теория, 
представленная в соответствующей ковариантной форме [12]. 

§ 1. Операторы проектирования в одночастичной квантовой теории. 
Дираковская частица во внешнем электромагнитном поле описывается 
уравнениями 

^ ( f 'Y^n — ЩС) = 0, + Щс) Ф = 0- (1) 

Стрелками здесь проставлено направление действия производной 
в операторе импульса: 

S V = P n - f — А х , — — А » . (2) с с 

Для построения одночастичной теории проведем квадрирование 
уравнений (1). Тогда получим 

Ф + ту — m0n0 i>v<v) = + К02 — m^F^c^) = 0. (3) 

В принятых обозначениях щ=еаН121ЩС — магнетон Бор а, (7 jx v — 
= (Ym.Yv—Yv Vn)/2i, F^iv—тензор электромагнитного поля. Заметим, 
что взаимодействие спина с внешним электромагнитным полем в урав-
нениях (3), в отличие от уравнений Дирака (1), учитывается явным об-
разом. 

Решения уравнений (3) могут удовлетворять соответственно двум 
* парам уравнений первого порядка: 

^ ( « ' У Л - тос) (»УЛ + тос) = (4) 

+ щс) = о, — тос) Ч>- = 0- (5) 

Первая пара этих уравнений (4) совпадает с уравнениями Дира-
ка, а вторая (5) отличается от них знаком перед гщс и дает «лишние» 
решения. Для устранения последних введем операторы проектирования 
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•ti± ~ 2т0с ' ' 2тйс ' 

Действие этих операторов на волновую функцию состоит в следую-
щем: 

-*• 

( 7 ) 

•ф+Л^ = 0 , А ± - ф т = 0 . 

Кроме того, имеют место равенства 

Л ± л т = 0 , Л+ + Л_ = 1, Л2
± = Л ± . (8) 

Легко видеть, что для средних значений операторов физических 
величин справедливо соотношение 

(Q) = (A±QA±). (9) 

§ 2. Уравнения движения операторов физических величин. Рассмот-
рим четырехмерную дивергенцию * 

й i r - ^ n Q i ' = ^ ' y A Q ^ (10 ) 

В предположении дальнейшего интегрирования по трехмерному 
объему это выражение с учетом (1) можно переписать в виде 

- т ? — ^ ф+Ф!) = т0сфОф + yiypJPM. (11) ic at 
Введем собственное время посредством соотношения 

Теперь имеем 

= (12) dx dt 

— - > fi £ — — 

^i'Yu^Q^ = — Щ — m0ctyQ\p, 
ic dx 

= — m0cx|)Qt|). 

( 1 3 ) 

Второе из этих равенств является очевидным следствием уравне-
ния Дирака. 

Составляя из левых частей (13) коммутатор, получаем уравнение 
для средних значений операторов** в виде (см. также [13—16]) 

^ = (14) 
dx h 

где 
Н = i y ^ n -i- т 0 с . (15) 

Составляя антикоммутатор, получаем оператор 

Q = { i y ^ , Q } = A + Q A + . (16) ZUIqC 
* Поскольку дальнейшая теория строится на волновых функциях, удовлетво-

ряющих уравнению Дирака, индекс « + » при волновой функции опускается. 
** Знак среднего опущен. 



Легко показать, что 

A+QA+ = A+QA+ + — - — (17) 
2 г"т0с2 dx 

и, следовательно, 

Q = т-т-- (18) 2im0c2 dx 

Найдем уравнение движения операторов Q. Выполняя соответст-
вующие действия в рамках одночастичного формализма, получаем 

A9- = Jl-[G,Q], (19) 
dx h J 

где 

G = ( ^ l ! m0
2c2 - m 0 f i 0 ^ v ^ v ) . (20) 

Формулы (18) — (20) встречались ранее в работах [16]. 
Попробуем применить изложенную выше теорию к дираковским 

частицам в предположении наличия у них отличного от нуля аномаль-
ного магнитного момента. В этом случае 

Н = iYn^V f т0с ja0 (g — 2) FnvOnv • (21) 
4 с 

Член, ответственный за взаимодействие аномального магнитного 
момента с внешним электромагнитным полем, приводит к нарушению 
свойств операторов проектирования (6), и, на первый взгляд, обобще-
ние теории здесь невозможно. Однако заметим, что этот член пропор-
ционален постоянной Планка Н, которая входит также в знаменатель 
левой части уравнений движения (19). Отсюда следует, что, ограничи-
ваясь точностью h(g—2), с которой записывается аномальное взаимо-
действие в (21), можно пытаться решить указанную проблему. При 
этом всюду в промежуточных выражениях следует сохранять члены, 
пропорциональные h(g—2). 

§ 3. Переход к классическим уравнениям движения. С учетом ано-
мального магнитного момента имеем 

G = 
•2 т0с <^1 + тТ — \ тоИоfi^nvffiiv J- u0 (s — 2) ^VvYfx^v] - ( 2 2 ) 

Операторы Q будем строить на основе матриц билинейных кова-
риантных форм, умноженных на т^с, т. е. положим 

Q = (I, Ye. ŶsYn» <W) т 0 с . (23) 
Два первых оператора представляют собой тривиальные выражения и 
с физической точки зрения малоинтересны. Остальные операторы суть 

im0cyu, = Кц, i m 0 c = Тц, mQca^ = Т^, (24) 

К* = + 1 У и н + Но (§ — 2 ) '^nvtYeYv. 

Тц = 5ц -f iyby»H f (io (g — 2) *Fllviyv, 

= n„ v + a^H - f - n0 (g — 2) (/Vv — *Fllviy6), 2 с 
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где 

= envapc^vCap, П ^ = SuvapYsYa^p, (25) 

тензор, дуальный тензору 

С указанной выше точностью оператор Кц на решениях уравне-
ния Дирака совпадает с оператором импульса. Операторы Т^ и Т ^ 
при тех же условиях совпадают с хорошо известными векторным и тен-
зорным операторами поляризации [17—19] 

7 V - Ш а с у ъ у ^ — Т ^ = т 0 с а ^ - f y ^ v — у Л - (26) 

Соотношения (25) также известны в литературе [20—21]. 
По формулам предыдущего параграфа найдем уравнения движе-

ния операторов К», Тц и Т ^ . Отбрасывая члены, пропорциональные 
fi,(g—2), будем иметь 

dKn F ф ehg dFaр 
г V dx m0c 8 щс дх м. 

= F m T v + + - ^ й * . (27) 
(it 2m0c 2пГф3 8m0c дл;̂  

~ — (FnpTpv FvpTpn) 3 — F p a (oPixTvp — ^ V T p i p ) C^3a — dx 2 m0c 2т^с3 

a x a d*0 

Так как операторы /(ц, и с точностью до членов пропор-
циональных h, совпадают с операторами c/V S^ и то в нулевом 
приближении по h вместо (27) будем иметь 
d&tx г V <*> dSV - eg F S 4 e ( g ~ 2 ) «а F 0 m о 
dx Lm0c lxv v' dx 2m0c 2 m^c3 (28) 

dEL jxv 
— ~~ ( З Д * FVpUPll) -) ^ 3 „ ^ Fpa (aP^nvp—oP*vlTp,p) oF*p. dx 2m0c v W1JV V(J ' 2mY 

В том же приближении no h справедливы соотношения (ср. (25)) 

5a. = — Еа^г-рПцу^3р> П}дд> = — 8мva|35acPp, (29) 2 im0c 1тйс 
используя которые найдем, что векторные и тензорные уравнения дви-
жения спина взаимно переходят друг в друга (см. также [22]). 

Уравнения (28) являются точными аналогами классических урав-
нений движения заряда и спиновых уравнений Баргманна—Мишеля— 
Телегди. Заметим, что операторы импульса, спина и тензор F^v в этих 
уравнениях можно переставлять местами, так как это приводит к по-
явлению членов, пропорциональных h и в данном приближении несу-
щественных. 

Примечание. После написания данной работы авторы нашли, что 
уравнение Баргманна—Мишеля—Телегди как частный случай содер-
жится в классической теории спина Я. И. Френкеля (Zs. Phis., 1926, 37, 
с. 243). Более подробное сообщение будет опубликовано. 
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П. Н. НИКОЛАЕВ 

ОДНОЧАСТИЧНАЯ МАТРИЦА ПЛОТНОСТИ 
КРИСТАЛЛИЧЕСКОГО состояния 
ПРИ УЧЕТЕ КОРРЕЛЯЦИЙ 

Метод Н. Н. Боголюбова [1] оказался весьма плодотворным в тео-
рии статистических систем, в частности твердых тел [2]. В классиче-
ской области теория кристаллического состояния с учетом коллектив-
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