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П. Н. НИКОЛАЕВ 

ОДНОЧАСТИЧНАЯ МАТРИЦА ПЛОТНОСТИ 
КРИСТАЛЛИЧЕСКОГО состояния 
ПРИ УЧЕТЕ КОРРЕЛЯЦИЙ 

Метод Н. Н. Боголюбова [1] оказался весьма плодотворным в тео-
рии статистических систем, в частности твердых тел [2]. В классиче-
ской области теория кристаллического состояния с учетом коллектив-
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ных колебаний построена в работах [3—7]. В квантовой области мето-
дом Н. Н. Боголюбова рассматривалась модель кристалла в прибли-
жении мультипликативности бинарной функции распределения [2]. 
Целью настоящей работы является получение решения для одночастич-
ной матрицы плотности кристаллического состояния при учете корре-
ляций. Для этого мы исходим из цепочки уравнений для матриц плот-
ности [1, 8], которая для системы с парным взаимодействием имеет 
вид 

[Ях(1), + Sp [Ф12, ^ 2 ( 1 , 2 ) ] = 0, 
(2) ( 1 ) 

[Я2(1, 2), я 2 ( 1, 2)] + Sp [Ф13 + ф2 3 , Д8(1, 2, 3)] = О, 
(3) 

где 
з 

А2 V I д2 

2т ^ 
а = 1 

Я 2 ( 1 , 2 ) = Я 1(1) + Я 1 (2) + Ф12, 

Ф17 = Ф ( к — <7;-|), 

R1{l) = N Sp D (1, . . ,N), 
(2 N) 

R2(l,2)=N(N-\) Sp D ( l , . . . ,N), 
(3 AO 

D e x P [ - m 
Sp exp [.— РЯ]' 

1 AT 

Условия нормировки: 

I i<i 

p = i/e, % = kT. 

SpR1(\)=Nt 
(i) 

Sp R2(l,2)=N(N-l). 
(1.2) 

(2) 

Перейдем к корреляционным матрицам плотности с помощью соотно-
шений 

/ ? , ( l t - 2 ) = / ? 1 ( l ) / ? 1 ( 2 ) + f t ( l , - 2 ) f 

R3{1, 2, 3) = # i O ) # i ( 2 ) f l i ( 3 ) + # i ( l ) g 2 ( 2 , 3)4- (3) 

+ Яг (2) g2 (1, 3) + Ях (3) g2 (1, 2) + g3 (1, 2, 3), 

Подставим (3) в (1) и перепишем (1) в форме, содержащей Ru Rz, 
g2, gs, •• • 

[НА 1), ^ ( 1 ) ] + S p [ Ф ш £ а ( 1 , 2)] - 0 , 
(2) 

[Я 2 (1 , 2), /?2(1, 2)] + Sp [Ф13 4 Ф23, ^ ( 2 , 3 ) ^ ( 1 ) + (4) 
(3 ) 
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+ / M 2 ) f t ( l , 3) + ft(l,2, 3 ) ] = 0 , 

г д е 

Я 1 ( 1 ) = Я 1 ( 1 ) + 8 р Ф 1 Л ( 2 ) , 
(2) 

Я 2 (1, 2) = Я 2 (1, 2) ^ Sp (ф13 -f Ф2з) /?1 (3). ( 5 ) 

(3) 

Для расцепления цепочки уравнений сделаем допущение, анало-
гичное тому, которое сделано нами в классической области [4]: в ну-
левом приближении пренебрегаем членами, содержащими под знаком 
Sp корреляционные матрицы (Sp берется по одной из переменных мат-
риц). Эти члены пропорциональны кубу отношения радиуса области 
движения атома к расстоянию между атомами, так как лишь в области 
движения атома можно говорить о сильно скоррелированном движении 
атомов, а вне этой области корреляции существенно меньше. Выход 
точки интегрирования за область движения соответствует разрушению 
сильной корреляции, которая имеет место в твердом теле. 

Экспериментально [9] и теоретически [2] показано, что это отно-
шение не превышает одной десятой, а куб отношения — одной тысяч-
ной; поэтому наше приближение достаточно точно. 

Теперь в нулевом приближении имеем 

[ # ( 1 ) , / М 1 ) ] = о , ( 6 ) 

[Я 2 (1 ,2 ) , # 2 ( 1 , 2)] = 0. 

Коммутационное соотношение для оператора гиббсовского типа 
D = = е х р [ - р Я ] 

Sp ехр[—рЯ] 
1 ,...,N 

и гамильтониана Я имеет, очевидно, вид 
[Я, D] = 0. 

Так как мы рассматриваем статистическую систему, то нас интересуют 
решения гиббсовского типа. Сравнивая (6) и последние два соотноше-
ния, имеем 

( 7 ) 

(8) 

(1 ) = (1/Qx) е х р [ — ( I ) ] , 

tf2(l,2) = ( l /Q 2 ) exp [ - | 3 /7 2 ( l , 2 ) ] , 
где 

= Sp ехр [— 
(О 

Q2 = Sp ехр [ - РЯ2 (1, 2)]/N (N - 1). 
(1,2) 

Для построения первого приближения удобно переписать первое 
уравнение (1) в виде 

[Ях (1), R, (1)] + Sp [Ф12£2 (1, 2 ) ^ ( 1 ) RT1 (2) R, (2)] 1) -
(2) 

- R, (1) Sp [R, (2) RT1 (1) RT1 (2) R, (1, 2) Ф12] = 0, (9) 
(2) , 

где 
RTl(\) = Qi ехр [ № ( 1 ) J . 
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Дальнейшее рассмотрение требует анализа (9). Для сокращения вы-
кладок введем обозначения: 

А = Н1(\) + Н1( 2), 

В = -[Н1(\) + Н1(2) + Ф„1. 
( 1 0 ) 

(14) 

Коммутатор 
С = [А, В] = - [Ях(1) + Я х (2), Ф12]. (11) 

Соответственно 
[А, С] = - [НА 1) + Нх (2), [Яг (1) + Нг (2), Ф12]] -

• - [ о ( 1 ) , [ Я 1 ( 1 ) , Ф 1 Л - [ о ( 2 ) , [ Я 1 ( 2 ) , Ф 1 ^ , ( 1 2 ) 
где 

f (1) = Sp Ф1 2^!(2). (13) 
(2) 

Оценим порядок различных членов] (12): 

[Ях(1) -г Я г(2) , [//1 (1) + Нг(2), Ф 1 2 ] ]~Й 4 , 

[о(1), [Ях(1), Ф 1 2 ] ] ~ И 2 ) , [Ях(2), Ф12]]~й2(УхФ12)2-
В случае кристалла для эффективной области локализации атома вы-
полняется соотношение 

I V i O i a K I V i G i a K ( 1 5 ) 

где о — параметр, который для потенциала Леннарда — Джонса опре-
деляется из соотношения 

ф 1 2 ( г ) = 0 , 
поэтому 

[А С]=о (С). (16) 
Аналогично имеем 

[В, CJ =о(С). (17) 

Поэтому в данном приближении мы применим теорему Глаубера (тож-
дество Беккера — Хаусдорфа): 

ехр [ЯД] ехр [ЯВ] = ехр [Я (А + 5)] ехр [(Я2/2) [А, 5]]. (18) 

В нашем случае 
# 2 ( 1, 2) RT1 (1) RTl (2) = (Q?/Q2) ехр [ - 0Ф1а] X 

х е х р [ - < Р » / 2 ) [ Я 1 ( 1 ) + Я 1 ( 2 ) * Ф 1 Л , (19) 

RT1 (1) RT1 (2) R2( 1,2) = (Qi/Qa) ехр [ - |ЗФ12] X 

X ехр [ - ( ^ / 2 ) ^ ( 1 ) 4 ^ ! (2), Ф12]]. 

Если теперь здесь пренебречь членами порядка Й2, то /9) имеет вид 

f H ^ R A 1 ) ] = 0 , ( 2 0 ) 
где 

Я 1 = Я 1 ( 1 ) + SpK12RA2), 
(2) 

(21) 
iCia = Ф12 ехр [— ЭФ12] Qi/Qi 



откуда окончательно для одночастичной матрицы плотности 
ческого состояния при учете корреляций получаем 

кристалли-

tfi(l) = ( l /Qn)exp [ - № ] , 
(22) 

Q n = S p e x p [ - p ^ ( l ) ] / ^ . 
(!) 

Таким образом, мы получили, что движение частицы описывается эф-
фективным гамильтонианом Уравнение движения частицы имеет 
вид 

•V? ¥ + (2тЩ2) (Е - Sp К^Яг (2)) ¥ = 0. (23) 
(2) 

Координатное представление для матрицы плотности можно найти из 
(22) методом, изложенным в [10]. 

Движение атома осуществляется в поле, являющемся усредненной 
величиной от парного потенциала Ф12 с обрезающим множителем 
ехр[—РФ12]. Решение получено на основе квантовой стационарной 
цепочки уравнений Н. Н. Боголюбова. Необходимость учета коротко-
действующих корреляций возникает при описании квантовых кристал-
лов. Для этого, например, Носанов [11] предложил волновую функ-
цию брать в виде 

¥ ( i V ) =<D 0 ( l , . . . ,N)F(l, ... ,N), (24) 

здесь F ( \ , . . . ,N)—функция Ястрова: 

F(\, ... ,N)= П / m (25) 
i<! 

где f(ij)=f(\c}i—<7jI) служит мерой корреляции частиц i и /. 
При этом нетрудно показать, что данное рассмотрение эквивалент-

но введению потенциала Фijfij. Этот эффективный потенциал быстро 
стремится к нулю при ri3-+-0, так что сингулярность Ф^- сглаживается. 
Полученный эффективный потенциал позволяет описать поведение кван-
товых кристаллов, что недоступно самосогласованному приближению. 

В заключение автор выражает глубокую благодарность профессо-
ру И. П. Базарову за постановку задачи и обсуждение статьи. 

С П И С О К Л И Т Е Р А Т У Р Ы 

1. Б о г о л ю б о в Н. Н. Избранные труды. Т. 2. Киев, 1970, с. 99'. 
2. Б а з а р о в И. П. Статистическая теория кристаллического состояния. М., 1972, 

* 118 с. 
3. Б а з а р о в И. П., Н и к о л а е в П. Н. Теория кристалла с учетом коллективных 

колебаний.— Теор. и матем., физ., 1977, 31, № 1, 125'—132. 
4. Б а з а р о в И. П., Н и к о л а е в П. Н. Решение цепочки уравнений для корреля-

ционных функций.— Вести. Моск. ун-та. Физ., астрон., 1978, 19, ,№ 3, 59'—62. 
5. Б а з а р о в И. П., Н и к о л а е в П. Н. Статистическая теория кристалла с много-

частичным взаимодействием с учетом коллективных колебаний,— Деп. ВИНИТИ, 
№ 4005—76ДЕП, 1976, 25 с. 

6. Н и к о л а е в П. Н. О границе абсолютной устойчивости кристаллов.— Изв. ву-
зов. Физика, 1977, № 3, 144—147. 

7. Н и к о л а е в П. Н. Уравнения состояния кристалла с трехчастичным взаимодей-
ствием при учете коллективных колебаний..— Вестн. Моск. ун-та. Физ., астрон., 
1977, 18, № 5, 58—66. 

8. Г е в о р к я н Э. В. Метод Боголюбова в квантовой теории кристалла с многоча-
стичным взаимодействием.— Теор. и матем. физ.., 1976, 26, № 2, 282—2187. 

16 



9. G i l v a r r y J. J. The Lindemann and Gruneisen laws — P h y s . Rev., 1956, 102, 
N 2, 308—^316. 

10. Ф е й н м а н P. Статистическая механика. M., 1975, 408 с. 
11. N o s a n o w L. Н. Theory of quantum crystals .—Phys. Rev. 1966, 146, N 1, 

126—133. 

Поступила в редакцию 
13.06.78 

BECTH. МОСК. УН-ТА. СЕР. 3. ФИЗИКА. АСТРОНОМИЯ. :19S0, Т.<21, № 3 

УДК 539.12.01 

В. В. БЕЛОКУРОВ, Н. И. УСЮКИНА 

О ДВАЖДЫ ЛОГАРИФМИЧЕСКОЙ АСИМПТОТИКЕ 
ФОРМФАКТОРОВ СКАЛЯРНЫХ ЧАСТИЦ 
В НЕАБЕЛЕВЫХ КАЛИБРОВОЧНЫХ ТЕОРИЯХ 

1. Исследование асимптотик формфакторов скалярных частиц в 
неабелевых калибровочных теориях представляет собой важную задачу, 
поскольку скалярные поля с необходимостью входят во все модели 
объединенных взаимодействий, основанные на механизме спонтанного 
нарушения симметрии. 

В настоящее время, кроме теории возмущений, не существует дру-
гих способов изучения асимптотик вершинных функций в неабелевых 
калибровочных теориях. 

В работе [1] мы предложили метод вычисления ведущих асимпто-
тик вершинных функций квантовой теории поля в рамках теории воз-
мущений. Этот метод представляет собой модификацию известной тех-
ники а-представления [2] и основан на последовательном использова-
нии связи координатного и импульсного представлений. Так как при 
исследовании асимптотик вершинных функций в различных порядках 
теории возмущений возникает необходимость вычисления свер-
точных импульсных интегралов, соответствующих виртуальным пет-
лям, и в силу того, что фурье-образ свертки равен произведению фурье-
образов, последовательный переход из импульсного представления в 
координатное и обратно существенно упрощает задачу. 

Отметим, что вычисления в старших порядках теории возмущений 
предложенным нами методом гораздо проще, чем громоздкие вычисле-
ния с использованием стандартной техники а-представления [3], [4] 
или вычисления, использующие параметризацию Судакова [5], кото-
рая трудноприменима в неабелевых. калибровочных теориях из-за на-
личия вершин, описывающих самодействие векторных полей. 

В работе [1] мы применили предложенный метод к изучению в 
квантовой хромодинамике групп-синглетного и несинглетного формфак-
торов кварка. В настоящей статье, используя предложенный в [1] 
метод, мы вычисляем в неабелевых калибровочных теориях синглетный 
и несинглетный формфакторы скалярных частиц с точностью до шесто-
го порядка теории возмущений. 

2. Пусть для определенности мультиплет скалярных полей 
реализует присоединенное представление некоторой полупростой ком-
пактной группы (например, SU(n)). Лагранжиан в этой теории имеет 
вид 

Ь = + GFIIABK
VR + \ + ФЛФ Г*»* 
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