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В. Б. ГОСТЕВ, В. С. МИНЕЕВ, А. Р. ФРЕНКИН 

ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ 
ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА 

В статье [1] был предложен метод обращения для интегральных 
уравнений Фредгольма первого рода 

ь 
q>(x) = J / t (x,y)^{y)dy (1) 

а 
с факторизованными 5-образами ядер 

K(x,y) = ^S(k,x)Ks(b,y)dK (2) 
р 

KAi,y)='t(Ky)f(k), (3) 

где S(<k, х), t(K, х) —ядра интегральных преобразований (Фурье, Хан-
келя, Лапласа и т. д.) с известными ядрами обращений S ( \ х), t(k, х). 

В настоящей заметке предлагается обобщение метода на случай 
более сложных функциональных уравнений вида 

ь ь 
ф {х) = ) j dydz К (X, у, z) ^ (у) ^ (z), (4) 

а а 
где функция ф(л:) и ядро К(х, у, z) считаются известными, а функция 
•ф (л:) подлежит определению. По аналогии с условием факторизуемости 
ядра (3) предположим, что 5-о'браз ядра (4) факторизован, т. е. 

K(x,y,z)= ^dXS(X,x)t(X,y)~t(X,z)fCk). (5) 
р 

Разложив ф(х) по S(X,x) 
<7 

Ф(х) = j'dXS (А,, х) q>s (Я,) (6) 
р 

и подставив в (4) разложение (5), получим после изменения порядка 
интегрирования алгебраическую связь 5-образа ф(х)—фв(А») и t — обра-
за -ф(х)—tyf(A) 
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(X) = ^(x)l(X,x)dx (7) 
a 

в виде 

Обращение связи (8) дает формальное решение уравнения (4) с факто-
ризованным ядром (5) 

= dU
f
{^X) (p(Ky)<v(y)dyy\ (9) 

k с 

Как и для уравнений (1), имеется возможность решения неодно-
родного уравнения 

ь ь 
у(х) = ц(х) \-\i^dydz К(х, у,z)ty(y)ty(z), (10) 

а а 
ядро которого имеет вид (5) при дополнительном условии совпадения 
ядер преобразований 5 ( X , х) и t(X, х). Алгебраическая связь 5-обра-
зов <P(X) и -Ф (Л:) имеет в этом случае вид 

яМЯ)=;ФЛЯ) + (11) 
Обращение решения квадратного относительно -ф8(Я) уравнения (11) 
дает два решения уравнения (10). 

Изменение порядка интегрирования и вопрос о корректности ре-
шений (9) и (11) обосновывается конкретно для различных видов ин-
тегральных преобразований (S (X, х), t(X, х)) и функций f(X) (5). 

Несмотря на специальный вид ядра (5), можно привести много 
примеров таких ядер, что оправдывает их рассмотрение. Разберем один 
пример подробно и укажем несколько ядер вида (5). 

Уравнение 
оо оо 

Ф « = [ J dydz + - [ - ̂  } ф (у) ф (z) (12) 
о о 

можно преобразовать к виду (5) с помощью разложения ядра по мни-
мому индексу модифицированной функции Бесселя ( * ) ) — р а з л о -
жения Конторовича — Лебедева (К — Л) [2]: 

- ехр { L ( Ж - ь Ж . + Ж - j J = ^dXX sh nX К л (x) K a (y) Kix (z). (13) 
о 

Воспользовавшись разложением К — Л в форме 
оо 

ф (х) = jdX Kix (х) X sh зтА,фкл (Я) 
о 00 

Фкл W = J dxф (*) Кл (X) 

(14) 
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/ — 2 находим с помощью (8) t(k ,х) = Кл(х), S(X,x)== "Кsh яЯ/Сл(л) _2_ 

Я2л: 

= ( I S ) гкл ' 
где 

= (16) я fx 
Обратив связь (15), получаем два решения уравнения (12): 

^ (х) = ± -L (•^V3/2 Г d l J / Г /Сд (У) dykshnk Кг, (х). (17) я2 / л | / .J . г/ 
о г о 

Так как в этом примере ядра разложений 5(Х, х), t{X, х) совпадают с 
точностью до множителей, зависящих от х и К по отдельности, то с по-
мощью формулы (11) можно решить и неоднородное уравнение (10) 
с ядром (13). 

Другой пример—уравнение 
1 

ф (X) = ? Г dydz 23VF V 2 / • (18) 

0 0 
обращение которого с помощью формулы (8.13.8) из [3] (преобразова-
ния Ханкеля и Мейера) имеет вид 

+ — 1 c-j-гоо 
^ (Х> = [ d k k 2 ' 4 _ L Г ^ ^ ^ у } 2 d z 1 '/2 ^ ( i g ) 

J яг" J J 0 с—ioa 
где I v(z)—модифицированная функция Бесселя. Примеры ядер вида 
(5) даются также формулами (11.281) [2], (1.2.26), (1.13.77), (8.13.6), 
(12.1.10) [3] и многими другими. 

Уравнения вида (4) встречаются в кинетической теории газов [4, 
гл. 1, § 3], теории распространения волн в неоднородной среде [5] фор-
мула (245). 
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