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ОБ ОБЛАСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ВОЛНОВЫХ ОПЕРАТОРОВ 
В МНОГОКАНАЛЬНОМ РАССЕЯНИИ 

1. Введение. В системе N частиц с произвольными я-частичными 
( t i ^ N ) взаимодействиями возможны различные асимптотические со-
стояния рассеяния, различающиеся способом группировки частиц в 
сталкивающиеся (разлетающиеся) кластеры и числом кластеров 
m^N. Каналом реакции а называют заданный способ группировки 
частиц в кластеры, находящиеся IB связанных состояниях. Совокуп-
ность векторов состояний, соответствующих связанным состояниям 
каждого из кластеров канала а, образует канальное пространство Ж а. 

N 
Полное пространство состояний Ж = Y\ Ж{, где Жь — пространство 

г=1 
состояний i-той частицы системы, получается из произвольного каналь-
ного пространства Жа добавлением состояний ионизации кластеров 
данного канала. Совокупность векторов, отвечающих фиксированным 
связанным состояниям каждого из кластеров, образует пространство 
канала рассеяния Жа,а, где а = ( а ь . . . , а т ) указывают, в каких 
именно связанных состояниях находятся кластеры. Так как Жа,а орто-
гонально Жа,$ при ТО Ж а = £ Жа, А-

®а 

Фундаментальную роль во временной теории рассеяния играют 
волновые операторы Меллера (ВО), которые обычно [1, 2] опреде-
ляются каждый на своем канальном пространстве Ж а и полагаются 
равными нулю вне его (мы назовем их канальными ВО): 

= sl im Р (1) 
t-+±<x> 

где slim — сильный предел *, Ра — проектор на канальное пространст-
во Ж а, Н — полный гамильтониан системы, На — гамильтониан ка-
нала а, являющийся суммой гамильтонианов отдельных кластеров (мы 
не рассматриваем потенциалов, убывающих на расстоянии как г~8, 
0 < такие потенциалы — например, кулонавский [3] — требуют 
модификации определения ВО), крышечка над оператором означает, 
что этот оператор включает взаимодействие. Канальные ВО достаточ-
ны для вычисления элементов 5-матрицы, однако в ряде случаев для 
выполнения общих доказательств приходится иметь дело с расширен-
ными ВО 

W±=s\\meim (2) 
определенными на всем пространстве Ж**. Так, например, расширен-

* slim A (t) = А или s lim (Л (t) — А) — 0 означает, что для любой функции 
t-*t о t-+ta 

•фей? (область определения оператора. A (t)—А совпадает с Ж ил» по крайней 
мере всюду плотна, в 3%) норма 11 (A(t) —Л)-ф| |->0 при t-+t0. 

** Здесь и далее указание t-*-dzоо для краткости будет опускаться. 
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ные ВО использовались в работе [4] при исследовании связи свойств 
разделимости операторов преобразований движения со свойствами 
инвариантности и разделимости операторов рассеяния S = W + 
и в работе [5] при доказательстве физической эквивалентности раз-
личных форм релятивистской динамики. Вопрос о том, не налагает ли 
такое расширение области определения дополнительных ограничений 
на операторы взаимодействия, не исследовался. В настоящей работе 
мы докажем, что из существования системы канальных ВО следует 
существование расширенных ВО. 

В нерелятивистском случае полное пространство Ж может быть 
получено пополнением канального пространства Ж а состояниями не-
прерывных спектров внутренних гамильтонианов кластеров — этот 
факт используется в доказательстве. Однако мы имеем в виду в каче-
стве приложения и релятивистскую квантовую теорию прямых взаи-
модействий (ТПВ) [6], в которой понятие внутреннего гамильтониана 
отсутствует, поэтому следует предварительно убедиться, что роль 
внутреннего гамильтониана кластера играет оператор массы кластера. 

Термин «прямое взаимодействие» означает, что описание взаимо-
действия между частицами не содержит степеней свободы, связанных 
с наличием промежуточного носителя (поля), переносящего взаимо-
действие. В ТПВ операторы взаимодействия включаются в генерато-
ры группы Пуанкаре (ГГП), которые для обеспечения релятивистской 
инвариантности теории должны удовлетворять коммутационным соот-
ношениям алгебры Ли группы Пуанкаре, в силу чего взаимодействие 
должно входить сразу в несколько тех или иных ГГП. О разных ва-
риантах выбора ГГП, содержащих взаимодействие, говорят как о раз-
ных формах динамики. Различают три наиболее экономные формы 
динамики • [7]: мгновенную (взаимодействие содержится лишь в га-
мильтониане Я и бусте К), точечную (взаимодействие содержится 
лишь в Я и генераторах пространственного сдвига Р) и фронтовую 
(взаимодействие содержится лишь в Р + = Я + Р 3 , —/2 , К2+— 
= /С2 + / ь где J — генераторы пространственного поворота); эти три 
формы динамики физически эквивалентны [5]. На основе ТПВ может 
быть построена математически регулярная квантово-иолевая реляти-
вистская гамильтонова теория, описывающая процессы рождения и 
уничтожения частиц, более общая, чем лагранжевы локальные теории 
поля [8]. 

2. Релятивистские ВО и асимптотические состояния. В нереляти-
вистской теории легко достигается отделение переменных, описываю-
щих систему как целое, от внутренних переменных. Пространство со-
стояний системы частиц распадается в тензорное произведение 
Ж = <9z?ext <S) Жш, это физически означает, что система может рас-
сматриваться как сложная частица, причем векторы из описы-
вают движение этой частицы, а векторы из Ж i n t описывают внутрен-
нее состояние сложной частицы. Гамильтониан системы может быть 
представлен в виде суммы коммутирующих гамильтонианов: гамиль-
тониана движения системы как целого и гамильтониана внутреннего 
движения. Связанное состояние кластера — это состояние дискретного 
спектра внутреннего гамильтониана кластера. В ВО гамильтонианы 
движения системы как целого сокращаются, и ВО приобретает вид * 

* Индекс над оператором вверху в скобках означает, что /l ( ln t) определен лишь 
на 3%int. Индекс без скобки означает, что А определен на воем пространстве и 
имеет вид / l i n t = l<ext>(g)Л<1пЧ Знаком (^обозначается тензорное произведение опе-
раторов и пространств. 
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W± (Я, Ha) = W± (H™, Hl
a
nt) = Hext> (g) W± (.H{int), /& ln t )) ( ln t ). (3) 

В соответствии с (3) S-матрица Sba = W+{H, Hbf (H, Ha) также дейст-
вует в Ж'тЬ-

5 — l (ext ) (g)5 ( in t ). (4) 

Свойства, кратко описанные выше, должны выполняться и в ре-
лятивистской теории рассеяния, однако их выполнение в релятивист-
ском случае не столь очевидно. Из предыдущего видно, что в большой 
мере выполнение этих свойств зависит от возможности разделения 
движения системы как целого и внутреннего движения в системе. 

Рассмотрим пространство состояний отдельного кластера (кла-
стерные индексы мы пока явно указывать не будем, так что следую-
щее ниже обсуждение справедливо и для всей системы N частиц) с п 
частицами, которое может быть разложено [9] в прямую сумму про-
странств, неприводимых относительно группы Пуанкаре 

Ж = ]Г f dadM[s,M,a], (5) 
s a,M 

где а — собственные значения 4п—6 эрмитовых операторов А, описы-
вающих внутреннее движение в системе и коммутирующих со свобод-
ными ГГП данного кластера — указывают кратность представления 
[s, М]. В (5) подразумевается интегрирование по непрерывному спек-
тру а,М и суммирование по дискретному. 

Разные векторы из неприводимого представления [s, М, а] опи-
сывают разные состояния системы п частиц как целого, но отвечают 
одному и тому же внутреннему состоянию сложной системы, характе-
ризующемуся полным спином системы s, полной массой М и другими 
внутренними переменными а, которые для наших целей могут не кон-
кретизироваться. Базисные векторы в пространстве [s, М, а] могут 
быть разными в зависимости от выбора максимального набора комму-
тирующих операторов [10]. Аналогично нерелятивистской процедуре 
[11] мы можем отождествить базисные векторы из разных прост-
ранств [s, М, а] и [s, М.', а'~\, соответствующие одинаковым собствен-
ным значениям ГГП из максимального набора взаимно коммутирую-
щих операторов, т. е. «оторвать» эти векторы от самого пространства 
[s, М, а]. Нормировку базисных векторов можно выбрать так, чтобы 
в их скалярном произведении (или в фазовом объеме скалярного 
произведения волновых функций) не участвовали переменные М, а. 
Отличие от .нерелятивистской процедуры [11] состоит в том, что, по-
скольку релятивистские операторы взаимодействия диагональны по 
полному спину системы s, но зависят от s, а проекция спина является 
внешней переменной, описанная выше процедура годится лишь для 
фиксированного значения s. Математически это означает, что прост-
ранство состояний системы с фиксированным спином s разбивается в 
тензорное произведение Ж3 = ЖТХ (^ЖТ*, где ЖТ — пространство 
функций от М, а со скалярным произведением, не зависящим от внеш-
них переменных, выбор которых тесно связан с выбором формы дина-
мики. Отложим вопрос о выборе внешних переменных и сделаем сле-
дующее отступление. 

Разбиение пространства в тензорное произведение Ж** = ЖТ* (х) 
еще не гарантирует разбиение в тензорное произведение (3) 

волновых операторов, поскольку релятивистский гамильтониан не мо-
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жет быть представлен в виде суммы коммутирующих гамильтонианов, 
как в нерелятивистском случае. Выход из этого дает обобщенный 
принцип инвариантности Бирмана — Като [12, 13], который состоит 
в следующем. 

Если Ж = Ж а ( & Ж ь , операторы А и А нетривиальны только на 
Жа, а оператор В нетривиален только и а Жь, ф ( Л В) — функция от 
операторов такая, что дф(£, — ш' {В) — положительный оператор, 

дЕ 
(т.е. (i|), <р' > 0 для любой я|) из Ж ) при всех Е из спектра А, 
кроме, может быть, счетного числа точек, то 

W± (Ф (А, В), ф (А, В)) = W± (А, А). • (6) 

Обобщенный .принцип инвариантности указывает на то, что га-
мильтониан системы должен быть-представлен в виде функции от опе-
ратора массы М, который, очевидно, в релятивистском случае должен 
играть роль внутреннего гамильтониана, и некоторых операторов В, 
не включающих взаимодействие и описывающих систему как целое, а 
пространство должно быть представлено в виде соответствующего тен-
зорного произведения внешнего и внутреннего пространств. Вид опе-
раторов В и разложение в тензорное произведение — разные для 
разных форм динамики. Выберем для конкретности фронтовую фор-
му динамики, в которой генераторы 

Рх, Р2, = Р0 - Р3, / „ К3, Кх+ = Кх + / 2 , Къ- = Кг - Л (7) 

остаются свободными, а гамильтониан является функцией оператора 
массы, 

Н — (М2 + Р\ + Р\ + PL)!2P-, 
(8) 

На = СMl + Р\ + Р\ + Р—)/2Р—, 

удовлетворяющей условию применимости обобщенного принципа инва-
риантности Бирмана — Като. 

Возвращаясь к вопросу о выборе внешних переменных, видим, 
что в качестве таковых в фронтовой динамике следует выбрать Р\, Р2, 
Р- и проекцию спина. Тогда в разложении (5) на неприводимые про-
странства', сделанном относительно свободных ГГП, оператор массы 
со взаимодействием М будет «перемешивать» разные представления 
[s, М, а] и [s, Мг, а'], т. е. действовать в пространстве ЖТ*. Опера-
тор М эрмитов в ЖТ{ и имеет в.; нем полный набор собственных 
функций. 

Пусть собственное состояние оператора массы /-того кластера Mi 
с дискретным собственным значением т* есть [Sj, rrii, qi\, где qi — 
квантовые числа, характеризующие вырождение, S* — полный спин 
i-того кластера. Тогда пространство асимптотических состояний дан-

m 
наго канала является тензорным произведением p j [s£, тг-, qc] (обо-

г=1 
значение [s;, т ь qi\ согласно нашей процедуре разложения в тензор-
ное произведение несет двойную нагрузку: это неприводимое относи-
тельно группы Пуанкаре пространство, с другой стороны — это век-
тор внутреннего пространства отдельного кластера) и может быть 
вновь разложено на неприводимые представления, так что оператор 
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массы Й а канала а, как и полный оператор массы М, действует толь-
ко на Ж™*. Поскольку все условия применимости обобщенного прин-
ципа инвариантности выполнены, мы можем записать 

W± (Я, НА) = W± (М, ЙА) = l ( e x t ) <Э W± (M ( in t ), A&int> ) ( in t ) (9) 
во фронтовой форме динамики. 

Соотношение (9) является релятивистским аналогам выражения 
(3). Нетрудно видеть, что подобные (9) соотношения будут справед-
ливы в любой динамике. Действительно, при переходе в другую фор-
му динамики [5] ВО преобразуются унитарными и инвариантными 
относительно группы Пуанкаре операторами S и Е а : 

w±(Я', на) = еw±(я, на) sr1, (Ю) 

где Й' = Е Я Е - 1 , НА = Еи НА Е^ 1 гамильтонианы в новой форме динамики, 
следовательно, с учетом (9) получим 

W ± ( H ' , НА) = S W+ (М, МА) EJ"1 = W± (М', 1Й'А), ( 1 1 ) 

где М' =ЕМЕ~\ МА = ЕАМАЕ71—операторы массы в новой форме ди-
намики. Таким образом, связанное состояние кластера есть собствен-
ное состояние оператора массы со взаимодействием кластера с ди-
скретным собственным значением; в силу переплетающего свойства 

MW±TF, HA) = W ± ( H , НА)МА 

любое асимптотическое состояние переводится ВО в состояние непре-
рывного спектра оператора М. 

3. Расширение области определения ВО. Из известных доказа-
тельств существования ВО для некоторых классов «потенциалов» Я— 
- Й а [12] явствует, что единственным существенно необходимым тре-
бованием относительно области определения ВО является требование, 
чтобы область определения принадлежала абсолютно непрерывному 
спектру оператора НА. Использование этого факта должно было бы 
включать доказательство того, что полное пространство совпадает с 
пространством абсолютной непрерывности канального гамильтониана 
НА. Это, на наш взгляд, более трудоемкая задача, чем непосредствен-
ное доказательство существования предела (2) на состояниях иониза-
ции кластеров канала а при условии существования ВО на канальных 
пространствах Жа-

Рассмотрим систему трех частиц. Пусть Я — полный гамильтони-
ан, Я1 2 — гамильтониан взаимодействующей пары частиц 1 и 2, 
Я ь Н2, Я 3 — гамильтонианы отдельных свободных частиц. Рассмот-
рим канал а = (12)3 с канальным гамильтонианом НА=Н12-\-Н3. Мы 
будем доказывать выполнение сильного предела на подпространстве 
полного пространства с фиксированным значением спина si2 подсисте-
мы (12), однако для краткости индекс Si2 в следующих ниже обозна-
чениях опустим. Пусть Ж( 12) — пространство связанных состояний кла-
стера (12). Тогда канальное пространство имеет вид Жа = Ж{Щ 0 

Введем также состояния 0 М > 2 ) е 3S?i®SS?2. е 5£ ( 1 2 ) , 
СФАНз^ Ж, я|)(12) г])3 <= Жа- Пространство Жа дополняется до Ж состоя-
ниями ijj(i2)*я];3, где ij>(i2)* — состояния ионизации кластера (12). После вы-
деления множителя, описывающего движение кластера как целого, i|)(i2)* 
есть собственная функция оператора массы М12 в пространстве {Жг&)Ж?) in t 



с собственным значением из непрерывного спектра. Совокупность состояний 
ф(12> и г])(12)* образует пространство Ж ^ Ж г -

Мы докажем следующее утверждение. Если предел 

e - ' V - U7± (Я, Яа))%12)г1)3||->0 (12) 

имеет место на канальном пространстве Жа и существуют ВО 
W±(H, Я) и двухчастичный ВО W+(H\% Я12), то предел (12) имеет 
место на всем пространстве Ж • 

Запишем условие существования ВО W±{H, Я) и N+(Hl2, Я ! 2) в 
виде пределов 

| (J ™ _ w ± ( н , Н)) ( ^ 2 ) i|>,1|-> 0, (13) 

I [ е 1 ^ - W ± ( H 1 2 , Я 1 2 ) ] г М 2 | | ^ 0 , (14) 

где Я = Я 1 + Я 2 + Я3. Преобразуем оператор, входящий в (14), следую-
щим образом: 

e iH» t _ w ± = eiH12t _ w ± - m » t t 

где использовано- переплетающее свойство H\2W±(Н\% Яi2) = 
= W±(Hi2, H12)Hi2• Тогда из (14) следует существование предела 

Н [W± (Я12, Я 1 2 ) - 1 ] е - ^ ( « 2 ) 1 1 - > 0 - (15) 

Предел (15) не изменится, если функцию [W± (Я12, Я12) — 1] X 
X (гр^а) умножить на е Ж 3

 с нормой j] гр3 |j < 00. Подействовав 
затем нк это произведение унитарным оператором ехр (— iHzt) получим в 
силу коммутативности [Я3, {Я12, Я12}] = 0 предел 

I [W± (Я12, Я12) - 1] е~™ (г]̂  ф2) 1 - ь 0. (16) 

В силу той же коммутативности [№±(Я12, Я12) = W ± ( H a , Я) , т. е. 

W± (.На, Я) - W± (Я12, Нп) (ж>®ж* ] ® 

что позволяет вместо (16) записать 

II (Г± (На, Я) — 1) е - ™ ( ^ 2 ) % II 0. (17) 

Поскольку сумма сходящихся к нулю операторов 
eiHt-mt _ w ± щ + eiHt ( l F ± Я) — 1) е~т = 

= [е<т _ W± (Я, Я) W± (Н а , Я)*] (Яа , Я) 

сходится к нулю, то 

a t — W± (Я, H ) W ± ( H a , Я)*] W± (На, Я) ( « 2 ) ^ з 1 - > 0 . (18) 

Здесь мы использовали свойство 

Г ± ( Я 1 2 , Я 1 2 Г ^ ± ( Я 1 2 , Я 1 2 ) = 1 

и переплетающее свойство^ ВО. Но 

w± (на, Я) - W± (Я12, Я12) = г ± (м1 2 , ми), 
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и, следовательно, благодаря переплетающему свойству волновая функ-
ция W±(Ha, Я) ( г ^ г ) принадлежит непрерывному спектру оператора 
М 12. Поэтому из (18) заключаем, что у оператора ехр (iHt) ехр (— iH a t ) 
существует предел и на состояниях ионизации кластера (12): 

\\[е{™ г-®* -W±(H, Н) W± {На, Я)*] °> (19) 
который является волновым оператором 

w± (Я, На) = w± (н, Я) w± (на, ну. 
Последнее эквивалентно цепному правилу [12] 

(Я, Я) = W+ (Я, На) W+ (На, Я). 
Приведенное доказательство справедливо для любого s !2, следователь-
но, предел (12) существует на всем пространстве Ш-

Мы ограничились в доказательстве случаем трех частиц лишь для 
сокращения обозначений. Доказательство легко распространяется на 
случай произвольного числа частиц. Действительно, достаточно дока-
зать существование предела (12) на состояниях, в которых один из 
кластеров (например, 1-й) ионизован. Доказательство проводится ана-

логично предыдущему, следует лишь заменить Я3 на Я 2 = ^ Я г , где 

Яг — гамильтониан г-того кластера, а Я ^ на Н\. Таким образом, до-
казана следующая теорема: 

И з с у щ е с т в о в а н и я с и с т е м ы к а н а л ь н ы х ВО с л е -
д у е т с у щ е с т в о в а н и е с и с т е м ы р а с ш и р е н н ы х ВО. 

Доказанная теорема позволяет использовать результаты работ 
[4, 5] без дополнительного исследования пределов для каждого вида 
потенциала на сходимость. 

Авторы выражают благодарность С. Н. Соколову за обсуждение 
результатов. 
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