
Заметим также, что для правильного учета всех поправок порядка а2 

к синхротронному излучению следует также принять во внимание 
вклад радиационных эффектов, связанных с изменением массы элект-
рона и фотона во внешнем поле [13], однако это выходит за рамки 
задачи, поставленной в данной работе. 

В заключение авторы благодарят А. А. Соколова за постоянное 
внимание к работе. 
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ИНВАРИАНТНЫЕ ОПЕРАТОРЫ НЕОДНОРОДНЫХ ГРУПП. 
III. ГРУППА I S O ( р , q) 

В предыдущих статьях [1—2] нами были исследованы с точки 
зрения инвариантных операторов алгебры Ли группы неоднородных 
линейных преобразований. Рассмотрим теперь группу неоднородных 
псевдоортогональных преобразований. 

23 



1. Для группы ISO(p, q) алгебра Ли имеет вид: 

[̂ JLIV> = §VP I\X,0 ~Ь g\l<5 lyp g]lp^VG gvo^np^ 
[^iv,Pp] =gvpPix— gwPv, (!) 

[Рц, Pv] = 0, 
g = d i a g { — 1, — 1, . . . ,— 1, 1 , . . . , 1 } . 

P n 
2. Из (1) в соответствии с критерием (8) статьи [1] следует, что 

группа ISO(p, q) может иметь только полиномиальные инвариантные 
операторы. 

3. Переходим к определению числа операторов Казимира. Опре-
делим сначала (верхнюю границу, пользуясь методом, изложенным в 
[1]. Элементы матрицы М, определяемой в [1], для группы ISO(p, q) 
имеют вид 

'Huv.pCT = ^мл>,ра Q-Kx — (1 — S0„_j_i) (gv p flu0 -j- grotty p — 

'Slipdvo gva^W)- (2) 

Положим в (2) все переменные a%x равными нулю, за исключением 
переменных, соответствующих трансляциям и генераторам 
hi,2i-i{i=\, 2,..., [л/2]); тогда матрица запишется следующим обра-
зам (для определенности рассмотрим случай четного п\ анализ для 
нечетного п будет аналогичным): 

(21) (43)-(n п-1)(31)(32)(41)(42)...(п п-,2) (п+ 1 1) (n +1 2) (n +1 3)--(n+1 п— 1) (n+ 1 п) 

Левый верхний и правый нижний миноры имеют нулевые элемен-
ты из-за коммутативности соответствующих генераторов; левый и верх-
ний миноры, соседние с заштрихованным, являются нулевыми в силу 
нашего выбора значений переменных а%% • Вычеркнем строки и столб-
цы с номерами (п+1 2k), k=l, ..., п/2 — [ ( я + 1 ) / 2 ] (так как п — 
четное) и покажем, что оставшийся минор М' отличен от нуля. Раз-
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ложение № по строкам и столбцам, соответствующим трансляциям, 
дает 

М~р\р\...р1М'п, 
и 

где Мп— средний заштрихованный минор. 
Докажем, что Ш"фО по индукции. Для п—4 

М4 = 

0 «21 «43 0 

— «21 0 0 «43 
— «43 0 0 «21 

0 «43 — «21 0 

— а\г + а\ j 2а\ъа\хфЪ. 

Пусть М„_2=£0 для п — 2. Покажем, что это будет справедливо и 
для п. Минор Мп имеет вид 

( n - 1 1) ( п - 1 2) ( п - 1 3)»<п-1 п-2) (nl) (п2) (пЗ) .--.'(п п - 2} 

а

п п-1 

(п п— 2)1 

Положим здесь переменную а п п - i = 0 (это можно сделать, так 
как в миноре Мп-2 ее нет). Тогда в каждой добавившейся строке и 
столбце останется по одному элементу. Разложение минора по этим 
строкам и столбцам приводит к минору Мп—2, отличному от нуля. 
Итак, верхняя грань r(G) ранга матрицы М определяется неравен-
ством 

r(G) > d i m G — (п + 1)/2. 
Отсюда, согласно [1, (7)] , для числа операторов Казимира груп-

пы ISO(p, q) получаем неравенство 
т < ( л + 1 ) / 2 . (3) 

Для того чтобы получить точное значение числа операторов Ка-
зимира, воспользуемся еще одним методом [3], который позволяет 
найти нижнюю границу для числа инвариантных операторов т. В ука-
занном методе задача нахождения операторов Казимира неоднород-
ной группы сводится к использованию операторов Казимира однород-
ной группы. Это можно сделать, если расширить неоднородную груп-
пу до соответствующей однородной высшей размерности. Процедура 
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расширения для рассматриваемой нами группы ISO (р, q) сводится 
к следующему. 

Обозначим 
+ (4) 

Очевидным инвариантом ISO(p, q) является оператор 

где g = diag {— 1, — 1 , . . . , — 1, 1, . . . , 1} — метрический тензор. 
р Q 

Тогда, как можно проверить, оператор 

М Т + 1 = ( Р 2 ) - 1 / 2 Л ( 5 ) 

вместе с генераторами однородной подгруппы ISO(p, q) образует ал-
гебру SO(p, д + 1 ) , которая и является расширением ISO(p, q). 

Пользуясь (4) и (5), можно доказать теорему [3]. Е с л и э л е -
м е н т о б е р т ы в а ю щ е й а л г е б р ы ISO(p, q) к о м м у т и р у е т 
с о в с е м и MJJ/V и Jjx, т о о н к о м м у т и р у е т и с о в с е м и Рр,. 

Если теперь подставить (4) и (5) в выражение для инварианта 
однородной группы SO(p, <7+1) и домножить его на достаточно вы-
сокую степень Р2, то получится полиномиальный оператор, коммути-
рующий со всеми М nv и /р., а значит, и с Рц , т. е. получится инва-
риантный оператор неоднородной группы. 

Из определения расширения видно, что обертывающие алгебры 
группы ISO(p, q) и SO(p, q-{-1), вообще говоря, не совпадают. Из по-
строения следует, что операторы Казимира группы SO(p, д + 1 ) при-
надлежат также и центру универсальной обертывающей алгебры 
исходной алгебры Ли. Обратное, вообще говоря, неверно — оператор 
Казимира группы ISO(p, q) может не принадлежать обертывающей 
алгебре группы SO(p, ^ + 1 ) . Таким образом, этот метод дает для чис-
ла операторов Казимира только нижнюю границу 

гiso(p,g) > tso(p,q+1) = (п + 1)/2, п = p + q. (6) 

Сравнение (3) и (6) приводит к точному числу операторов Казимира 
неоднородной псевдоортогональной группы ISO (р, q): 

% = [{p + q+ 1)/2]. (7) 
Заметим, что изложенный метод пригоден не для всех групп, так 

как не всегда удается построить необходимое расширение, не увели-
чивая размерность подгруппы трансляций (что имеет место, например, 
в случае линейной и симплектической групп). Явный вид операторов 
Казимира определяется системой (3) статьи [1]. Решая ее, можно по-
лучить, что в соответствии с (7)* например, группа / 5 0 ( 1 , 1) имеет 
один оператор Казимира: 

С = Р\ — Р\-

а группа /50 (3 ) — два: 

СГ = PI + PI + PI 

С 2 = cSf 1Р1 - f- cSf 2^2 3/^3 

(JSf; — генераторы подгруппы вращений). К такому же виду инвари-
антных операторов приводит метод расширения. 
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ИНВАРИАНТНЫЕ ОПЕРАТОРЫ НЕОДНОРОДНЫХ ГРУПП. 
IV. УНИТАРНЫЕ И СИМПЛЕКТИЧЕСКИЕ ГРУППЫ 

В предыдущих статьях [1—3] были исследованы с точки зрения 
инвариантных операторов алгебры Ли линейных и ортогональных не-
однородных групп. Цель настоящей статьи найти число инвариантных 
операторов для унитарной (полной и унимодулярной) и симплектиче-
ской групп. 

§ 1. Группы IU(p, q), ISU(p, q). 1. Алгебра Ли IU{p, q) выгля-
дит так: 

[Ljxv, L%a\ — gvx Lfia —• gxfj, Lvo -{- gva Lx,u, — gojj, 

[£jxv> = —gvlQiia —gXn Qvo + ^Ч-оФяц — goyQxv', 

[Qmv> Qla] = gvX^na gX\i Lva + gvoL^ix + goji 
P%] = gv% P^ — gK[l Pv; Rk] = — gvX Р^ — gxn Pv\ 

[QNV, РЯ] =gvxRa + gk». Rv; [L^, = gvxR» — gxp Rv; 

Liiv = LV)X) Q^v = -!- Qvn ([A, v, X, с? = 1, . . . , n). 
В случае ISU(p, q) достаточно вместо Q ^ ^ в качестве базисных эле-
ментов рассматривать (£W — Q^+i ц+i). 

2. Из алгебры Ли видно, что ISU(p, q) удовлетворяет критерию 
[ 1 , ( 8 ) ] * 

[ISU(p,q),ISU(p,q)]=iSU{p,q), 

а алгебра Ли IU(p, q) — не удовлетворяет. Значит, унимодулярная 
унитарная неоднородная группа имеет только полиномиальные инва-
рианты. 

3. Переходим к определению числа инвариантных операторов.! 
Рассмотрим сначала группу IU(p, q). Верхняя граница числа инвари-
антных операторов определяется рангом матрицы М (см. [1, (6)]) , 

* Здесь и: далее [1, (а)] означает формулу (а) статьи [1]. 
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