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В. Б. СУЛИМО В 

У Р А В Н Е Н И Е Б А Л А Н С А Д Л Я Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Я 
Э Л Е К Т Р О Н О В П О Л О К А Л И З О В А Н Н Ы М С О С Т О Я Н И Я М 
Н Е У П О Р Я Д О Ч Е Н Н О Г О П О Л У П Р О В О Д Н И К А 
П Р И Н А Л И Ч И И П О Д С В Е Т К И 

В ф и з и к е н е у п о р я д о ч е н н ы х п о л у п р о в о д н и к о в п р е д с т а в л я е т о п р е -
д е л е н н ы й и н т е р е с и з у ч е н и е п о в е д е н и я н е р а в н о в е с н ы х н о с и т е л е й з а р я д а 
в л о к а л и з о в а н н ы х с о с т о я н и я х . Н а п р и м е р , в р а в н о в е с н о м с о с т о я н и и с т а -
т и ч е с к а я п р ы ж к о в а я п р о в о д и м о с т ь о п р е д е л я е т с я т е р м и ч е с к о й а к т и в а -
ц и е й и п р и н у л е в о й т е м п е р а т у р е о б р а щ а е т с я в н у л ь . Е с л и , о д н а к о , в 
з а п р е щ е н н о й з о н е с о з д а т ь н е р а в н о в е с н о е р а с п р е д е л е н и е н о с и т е л е й з а -
р я д а , т о и п р и Т = 0 с т а т и ч е с к а я п р о в о д и м о с т ь по л о к а л и з о в а н н ы м со-
с т о я н и я м б у д е т о т л и ч н а о т н у л я [ 1 ] . 

В с в я з и с э т и м н е б е з ы н т е р е с н о н а й т и с р е д н е е ч и с л о з а п о л н е н и я н е -
к о т о р о г о с о с т о я н и я в з а п р е щ е н н о й з о н е п р и о с в е щ е н и и п о л у п р о в о д н и -
к а с в е т о м ( э т о п р я м о о т н о с и т с я , н а п р и м е р , к р а с ч е т у ф о т о д и э л е к т р и ч е -
с к о г о э ф ф е к т а [ 2 ] ) . З а д а ч а н а с т о я щ е й р а б о т ы с о с т о и т в в ы в о д е я в н о й 
ф о р м ы с о о т в е т с т в у ю щ е г о у р а в н е н и я б а л а н с а . 

И т а к , р а с с м о т р и м с и с т е м у э л е к т р о н о в н е у п о р я д о ч е н н о г о п о л у п р о -
в о д н и к а , н а х о д я щ и х с я в п о л е м о н о х р о м а т и ч е с к о й с в е т о в о й в о л н ы и 
в з а и м о д е й с т в у ю щ и х с р а в н о в е с н о й ф о н о н н о й п о д с и с т е м о й . Б у д е м с ч и -
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тать, что частота света Q и температура Т (в энергетических едини-
цах) удовлетворяют неравенствам 

Q<EC — F, Q<F — Ev, T<^Ec — F, T4Z.F — Ev, 

где Ev и Ec — границы непрерывного спектра электронных состояний, 
расположенные соответственно ниже и выше уровня Ферми F. Тогда, 
очевидно, можно ограничиться рассмотрением только локализованных 
электронных ссрстояний. 

Гамильтониан рассматриваемой системы имеет вид 
H = H0 + HeR-\rHi. 

Здесь Н0 — гамильтониан системы электронов в статическом случайном 
поле; HeR — гамильтониан взаимодействия электронов с полем свето-
вой волны (ограничимся дипольным приближением); Я ; — гамильтони-
ан электрон-фононного взаимодействия. 

Д л я решения поставленной задачи используем метод неравновес-
ных временных функций Грина, предложенный в работе [3]. В соот-
ветствии с этим методом вводятся матрицы одночастичных функций 
Грина: электронная 

G (х, х') = 

и фононная 

$ (X, х') = 

О Ga 

Gr F 

О Z a 

3)г Ф 

где Gr(3)r) и Ga(S)a) — электронные (фононные) запаздывающие и 
опережающие антикоммутаторные (коммутаторные) функции Грина, 
р ( ф ) — электронная (фононная) коммутаторная (антикоммутаторная) 
корреляционная функция; х — совокупность пространственной коорди-
наты х и момента времени t. Д л я краткости спиновую переменную бу-
дем включать в х (соответственно, интегралы по х будут содержать 
и суммирование по спиновой переменной). 

Электронные функции Грина удовлетворяют уравнениям Дайсона 
[3, 4] , содержащим матрицу массового оператора 

. . . ,ч / М ? М г \ 
М (х, х')= { 

К ' \Ма О I 

которая сама интегрально (через полную вершинную матрицу) выра-
жается через функции Грина (см. [3, 4 ] ) . Удобно воспользоваться пре-
образованием Фурье, полагая для любой функции f(t, f ) 

f(E, Е') = J dtdf exp {iEt — iE'f)f (t, t'), 

а также выбрав в качестве базисных собственные функции оператора 
Я0 . Тогда уравнения Дайсона принимают вид ( Я = 1 ) 

(Е - Ек) Gr
u- (Е, Е') [ Mr

ni (Е, EJ Gfo. (EltE') =2яд1Л-д(Е-Е')- Ь 
я, 

к 

(E'-Ek>) F%r (Е, Е') + 2 (Е, Ег) Ma
klV (Ег, Е') -f 

9 



+ 2 J " - F R E I ) M I I V { E I * R , ) = ( ± L ) 2 T - ( 2 ) 

Здесь fxr = j dxdx!'^\ (x) / (x, x') г|?г (x'), 

Dxy = (®wt'/2Q) ( exus <Ю» ®u' = Ex — Ex-, 
X-xv— матричный элемент координаты; г|эь(х)и Ex—собственные функ-
ции и собственные значения оператора Я0; ё — амплитуда электриче-
ского поля световой волны; по двойным знакам подразумевается сум-
мирование. 

Среднее число заполнения состояния X дается выражением 

<а+ (0 а х ( 0 > f j - Ц г е х Р [ - 1 - Е ' ) Q х 

x[Fxx(E,E') +Glx (E,Er) ~Gr
kX (E,E'], (3) 

где a% (t) — гейзенберговские операторы порождения и уничто-
жения электрона в состоянии X (обычно в случайном поле X — это со-
вокупность энергии и координат центра локализации). 

Будем рассматривать стационарное неравновесное состояние, пред-
полагая возможным разложение интересующих нас величин в ряд по 
степеням <§. Тогда одночастичные функции и массовый оператор мож-
но представить в виде рядов Фурье по гармоникам, кратным частоте 
света й : 

G(E,E') = £ 2 л ; 6 ( £ — я Й ) G ( £ , £ ' ; п), 
п 

М (Е, Е') = £ 2 Л 8 { E — E ' — n Q ) M ( E , E ' ; п), 
п 

где суммирование проводится по всем целым числам п. Подставляя эти 
разложения в уравнения (1) и (2), получаем следующие уравнения, 
соответствующие членам, содержащим 8 (Е—Е') и 8(Е—Е'~FQ): 

(Е - Ex) Grxx' (Е, Е- 0) + £ Мг
%%1 (Е, Е\ 0) ОЦ- (Е, Е; 0) = 

Xi 

= Йм,- -f- (± 1) £DxxtGlx- (Е ±Q,E;± 1), (4) 
Л1 

(Е - Ex) Grxx- (Е, Е =F й ; ± 1) • Ь £ Mr
XXl (Е, Е; 0) ОЦ- (Е, Е-F Й; ± 1) = 

Я.1 

= (+ 1) £ Д а , С Ц ' (Е + Й ,Е + й; 0), (5) х, 
(£ - £ v ) Fxx' (Е, Е- 0) -f- £ F U l (£ , 0) М Ц - (£, Я; 0) • ь 

+ Е Gib (Е, Е; 0) M[tX- (Е, Е; 0) = (=F 1) £ (Я, £ + й ; + 1) Z ^ v , (6) 

(E±Q-Ex>)Fxx>(E,E±Q; + l) г 

+ ^ F U l (Я, Я ± Й; ± 1) M i x ' (Е ± Й, £ ± й ; 0) -f-
Xt 
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+ L G u , (E, E ± G; =F 1) ( £ ± Q, Я ± Q; 0) = 
я, 

. (7) 
к 

В этих уравнениях опущены члены, содержащие ненулевые гар-
моники массового оператора: правомерность такого приближения по-
казана ниже. В дальнейшем ограничимся диагональной (по индексам 
1) аппроксимацией для массового оператора. Условия, при которых 
имеет смысл пользоваться этим приближением, приведены ниже. 

Тогда из уравнения (5) находим 

Giv (Е, Е + Й; ± 1) = (=F. 1) £ D U t G{ (.Е) G ^ (Е + Q, Е + Q; 0), (8) 
я.. 

где 

< & ( £ ) = [ £ - £ * f Af£ ( £ ) ] - » , 

Мг
к(Е)=Мгм(Е,Е-, 0). 

С помощью (8) из уравнения (4) получаем 

[£ - Ех f Mi (£)] Gk- (Е, Е; 0) = 

= 6 и - - £ D%%1 Gl (Е ± Q) DUKGrw (Е, Е; 0). (9) 

Из этого уравнения, пренебрегая недиагональными компонентами 
•функции Грина (обоснование см. ниже) , находим 

G'm. (Е, Е; 0) = [Е -Е* + М{ (£)]-» = G{ (Е), (10) 
где 

МЦЕ)=Мг
к(Е)-\-Ц(Е), 

И (Е) = - £ | D U l I2 GIX (Е ±Q). 

Д а л е е , полагая в правой части уравнения (9) G%2%—6^/, определяем 
приближенное выражение для G%%> при X' 
Подставляя это выражение в правую часть уравнения (9), получаем 
д л я диагональных компонент функции Грина снова выражение (10), в 
котором функция 1{(Е) имеет поправку, пропорциональную четвертой 
•степени поля <§. Таким образом, при достаточно малой интенсивности 
•света недиагональные компоненты функций Грина можно не учитывать. 

Аналогично, с помощью выражений (8) и (10) из уравнений (6) 
я (7) находим первую и нулевую гармоники корреляционной функции: 

Fkv (Е ± О, Е; ± 1) = (+ 1) DKV (Е ± Q, Е ± Q; 0) Ga
v (Е) -

-Gi(E±Q)Gi'(E)MZ>(E)Gb(E)], (11) 

Fu (Е, Е; 0) = ^ (Е) - £ | DUl |2 G% (Е) G% (Е) х 
и 

x G ^ E ^ M l i E ^ G l A E + S ) , (12) 
«где 

FK(E)=-Gr
x(E)M[(E)Gl(E). 
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В отсутствие подсветки («§=0) из (10) и (12) получаем выраже-
ния для равновесных функций 

G ru (Е, Е; 0) = G T (Е) = [ Е - Е х -f М£(0) (Е)]~\ (13) 

Fxx (Е, Е-0) = - (Е) М[{0) (Е) G f ] (Е). . (14) 

С другой стороны, хорошо известна (см., например, [5]) связь между 
корреляционной функцией и предельными значениями запаздывающей 
и опережающей компонент функции Грина на вещественной оси 

i f > (£ ) = (1 - 2пЕ ) [ G f > (Е) - Gl(0) (£)], (15) 
где 

пЕ = [ехр (Е/Т) f l ] - 1 , £<= Re. 

Сравнивая (14) и (15) с учетом (13), получаем 

М[ { 0 ) (Е) = (1 — 2п Е ) 2 i Im М Т ( Е ) . (16) 

В отсутствие термодинамического равновесия это соотношение нару-
шается (см. ниже) . 

Разложив полную вершинную матрицу по степеням константы 
электрон-фононного взаимодействия g и ограничившись первым неис-
чезающим приближением, получаем 

Xi %2 

X Ля , (к) Л 'л , (к) (k) Fi,lU (Е - k0, Е' - kQ) - Ь 

+ (17) 

Arj 

X Jxxt (к) Jvx2 (к) [Ф (k) FXlX, (Е - k0, Е' ~ k0) h 

+ (k) G[lK (E _ k0, E' - k0) + (k) GllK (E ~ k0, E' - k0)], (18) 
где 

J%x- (k) = J dx (x) e ^ (x). 

Здесь простоты ради для фононной подсистемы принята аппрокси-
мация однородного континуума, так что 'ЗУ (К) и Ф(&) — образы 
Фурье запаздывающей и корреляционной фононных функций (k = 
= (k, ko)): 

Ф (£) = — in | /к |2 (1 + 2 N k ) б (k0 + со,), 

2 ) r ( k ) - = ( ± ~ ) \ f k \ 2 ( k o + «>k i - Й ) - » , 6 - ^ - f O , 

где по двойным знакам подразумевается суммирование; 
A/k—[ехр(©к /Т ) — I ] - 1 ; /к — матричный элемент электрон-фононного 
взаимодействия; сок — закон дисперсии фононов (для акустических фо-
нонов, например, | / к | 2 = |к | /м г ; g2, = E2\,!d; uh Е\ и d — скорость зву-
ка, константа деформационного потенциала и плотность вещества со-
ответственно) . 
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Далее, из уравнений (4) и (6) итерациями определяем недиагональ-
ные компоненты запаздывающей и корреляционной функций, обуслов-
ленные недиагональными компонентами массового оператора, и затем 
находим их вклад в среднее число заполнения. Условия, при которых 
этот вклад мал по сравнению с вкладом функции (12), имеют вид 

Мхх Мхх 

Мхх Мхх 
« 1 , (19) 

где (к и X — состояния с одинаковой энергией, но различными центра-
ми локализации. 

При экспоненциальной асимптотике волновых функций локализо-
ванных состояний с помощью формул (17) и (18) можно получить сле-
дующую оценку: 

I ^хх/^хх I — ехр (— aRxx), (20) 

где а — обратный радиус локализации состояния, RxI — расстояние 
между центрами и X. Неравенство (20), а вместе с ним и неравенст-
во (19) в среднем (по случайному полю) хорошо выполняются. Дейст-
вительно, в неупорядоченной системе электронные состояния с близ-
кими энергиями с подавляющей вероятностью локализованы в прост-
ранстве далеко друг от друга, и мы вправе пренебречь перекрытием их 
волновых функций. 

Подставляя (10) и (12) в (3), определяем среднее число заполне-
ния. Явное вычисление интегралов по Е оказывается возможным а 
двух частных случаях: а) когда выполняется условие 

Y x / T X 1, (21) 

где ух — ширина электронного уровня, и б) при Т = 0. 
В первом случае неравенство (21) позволяет не учитывать вклад 

в интегралы от полюсов функции MF(E), связанных с множителем (1— 
— 2 п Е ) . Во втором случае функцию (1—2пЕ) можно заменить на 
s i g n ( £ ) , и тогда интегралы вычисляются точно. Эти точные выраже-
ния, однако, слишком громоздки, и их можно существенно упростить 
лри условии 

( Y X № I ) € 1 (22) 
(везде Е% отсчитываются от уровня Ферми), которое обычно исполь-

зуется при работе с функциями Грина. Кроме того, считаем, что 

(Yx /A)«1 , (23) 

где А — характерная энергия изменения массового оператора. 
В обоих случаях получаем одинаковые выражения с точностью до 

замены функции 
Пх = Ля, = [ехр (Ех/Т) ! I ] - 1 

на функцию 

пх = пЕ% = ~ arctg {Ех/ух)-I я 

Разлагая массовый оператор по возрастающим степеням поля све-
товой волны S : 

M%(E)^Mf(E) +М2)(£) f ... 
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и отбрасывая члены, содержащие степени поля выше второй, что мож-
но сделать при условии 

I m / £ ( £ * , ) « Yx, ( 2 4 ) 

находим разложение среднего числа заполнения по степеням поля &: 

(а+ак) = п^ \ .... 

Здесь 
4 0 ) = пх, 

( 2 5 > 

А%> = м£ ( 2 ) (£ я ) - (1 - 2/гО 2i Im М{(2) (Ex) (26> 

(эта величина вещественна в силу (16)). Далее 

(Л*)опт = 2 2 1 D U l I2 _ ( 2 7 > 

и ^ f K + 

Величина (27) есть число электронов, возникающих в состоянии X в 
единицу времени благодаря вынужденным оптическим переходам (при-
ход минус уход), усредненное по периоду колебания света (см., на-
пример, [4 ] ) . 

При экспоненциальной асимптотике волновых функций, когда 
х м , — R u t e x p ( — a R x x t ) , условие (24) можно записать в виде 

^ « 1 , (28> 
Ух^ 

где р — усредненная плотность локализованных состояний. Если, на-
пример, взять р ~ 1 0 1 9 см~3 эВ~ ' , у — Ю - 7 эВ, а - 1 ~ 1 0 - 6 см, то левая 
часть неравенства (28) достигает единицы только при интенсивности 
подсветки 10 1—10 2Вт-см~ 2 . 

Подставляя в формулы (17), (18) выражения (10), (12), выделяя 
члены, квадратичные по полю <§, и принимая во внимание тождество 

(1 -f 2 N k ) ( 1 - 2 п Е г ) + 1 = (1 - 2 п Е } Л а к ) [(1 2 N k ) (1 - 2 / г , ) ] , 

получаем уравнение для определения функции Л (2) . 

л ! ? = 
X' 

Х L - „ v L , V. ~ 2 i ( ^ ' ) o n x l - (29> 
1Кя,' + ^k)2 + (Yr)2] 

Из этого уравнения с помощью соотношения (25) и выражения 
для Ух-

X' 

X [(1 -1- 2jVk) ± (1 - 2 n v ) \ б (®ЯГ =F ojk) 
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нетрудно получить уравнение для определения неравновесной функции? 
распределения электронов которое удобно записать в виде 

£ [ л ? W(%-+- V) - W X)] = (пх)0пт. (30> 

Здесь 

X [(1 -t- 2 N k ) ± (1 - 2 n v ) ] 6 K r + cok) 

есть вероятность электронного перехода в единицу времени из состоя-
ния Я в состояние X' с испусканием или поглощением фонона. Сравни-
вая уравнения (25) и (30), заключаем, что величина (И2) Ах

] есть не-
что иное, как число неравновесных электронов, приходящих в состоя-
ние X в единицу времени из всех других состояний благодаря элект-
рон-фононному взаимодействию. Подчеркнем, что эта величина (а вме-
сте с ней AfF<2> и Л4Г(2)) пропорциональна константе g в нулевой степе-
ни — это видно из уравнения (29). При этом из (25) (или (30)) сле-
дует, что — g~2. 

Наконец, получим условия, при которых первую гармонику массо-
вого оператора можно не учитывать. С помощью уравнения (1) нахо-
дим соответствующую поправку к первой гармонике функции Грина: 

AGlr (Е,Е-F Q; ± 1) = -Gi (Е) X 

X Afu- (Е, Е =F Й; ± 1) Gr
x<v (Е =F Й, Е + Й; 0), 

которая вместе с (11) и уравнением (1) позволяет определить выраже-
ние для нулевой гармоники функции Грина, учитывающее вклад o r 
первой гармоники массового оператора: 

Gxx (Е, Е- 0) = [Е - Ех -f Mr
x (Е) F m i (Е)]~ 

где 
a m 1 ( £ ) = £ G U £ ± £ ) ( ± I ) x 

X [DXXlMr
XlX (Е ± Й , Е ; ± 1) + Mrx%1 (Е, Е± й ; hF 1 ) DXlX\. (31)» 

Очевидно, первая гармоника массового оператора несущественна, если 

(32) 

Подставляя (8) и (11) в (17) и линеаризуя полученное выражение по» 
полю <§, получаем 

х £ А/, (к) А.-и (к) (=F 1) Оы, х {Ф (к) С (Е - k„) О? (£-/<„ + Q) + 

f 25' (k) [Fi°> (Е - k0) d£°> (E-k 0 T Й) f Gx^ (E - k0) Ft (E-k0 + Q)}. 
(33> 

Принимая во внимание (31) и выражение для 1Х(ЕХ), заключаем, 
что условие (32) сводится к неравенству 

| МГ
ХХ' (Ех, Ех + Й; + 1) | « | Z)U'< (34> 
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которое, как видно из выражения (33), выполняется при достаточной 
малости «эффективной» константы электрон-фононного взаимодейст-
вия. Например, рассмотрим примесную полосу компенсированного по-
лупроводника с постоянной -усредненной плотностью состояний р. 
Корреляцией между случайными уровнями с энергиями, различающи-
мися на частоту света, пренебрежем. Тогда при экспоненциальной 
асимптотике волновых функций с постоянным радиусом локализации 
а - 1 , для акустических фононов при Т — 0, используя для матричных 
элементов хХХ' и JXy (к) выражения, приведенные в работе i[6], не-
трудно получить оценку 

Mr
xx> (Ех, 1) ~Dxx>g\ 

где 

g i = К - Щ - ( a e x p [i (k l t R^ . ) ] • 

К.—число ~ Ю - 4 , | kx | ^ а — некий характерный импульс фононов. 
При 1 эВ, 4 г - см- 3 , р ~ 1 0 1 9 с м - Э э В - 1 , а ^ — Ю " 6 см, 

щ ~ 105 см • с - 1 , fig25> ЗмГ'а- 2 ~ Ю - 6 . 

Как видим, для «коротких» перескоков, когда a R X X ' ^ l , условие 
(34) (а вместе с ним и (32)) хорошо выполняется. Д л я «длинных» 

перескоков, когда aRX X ' 1, множитель g2 может достигать единицы, 
однако, как можно показать, будет при этом сильно осциллировать 
(аналогичная ситуация рассмотрена в работе [7 ] ) , что при суммиро-

вании по Аа уменьшит величину АМХ(Ех), и условие (32) все-таки бу-
дет выполняться. 

Решить уравнение (30) в общем случае, по-видимому, невозможно. 
Д л я его решения требуется специализация. 

Автор глубоко признателен проф. В. JI. Бонч-Бруевичу за интерес 
к настоящей работе и полезные обсуждения. 
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