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Н. В. ПЕСКОВ 

О Ф У Н К Ц И Я Х Г Р И Н А К Л А С С И Ч Е С К И Х 
Д И Н А М И Ч Е С К И Х С И С Т Е М 

Статистические явления в нелинейных системах, эволюция которых 
во времени описывается нелинейным волновым уравнением, изучались 
в [1—3]. В этих работах была замечена аналогия между статистиче-
ским описанием таких систем и квантовой теорией поля. В данной за-
метке эта аналогия будет рассмотрена с точки зрения исследования 
статистических свойств классических систем методом функций Грина 
[4]. Нашей целью является изложение алгоритма приближенного вы-
числения функций Грина бесконечномерной динамической системы гид-
родинамического типа, и мы не будем проводить строгое математиче-
ское обоснование производимых действий. 

Пусть Я — банахово пространство. Рассмотрим в Я уравнение 
эволюционного типа 

= L0u, u\t=o = uQ(=H, L0:H->-H. (1) 

Пусть ЧД — разрешающий оператор уравнения (1), и (t) и0. <Л — ал-
гебра непрерывных функционалов на Я . Оператор %t порождает оператор 
щ : Л ->• Л, определяемый соотношением 

а? Л (и0) = A (Utu0), А<=Л-

Пару {Л,щ} называют динамической системой [5]. 
Пусть [ло — вероятностная мера на Я; определим меру ц(1) как 

решение уравнения 

J а ] А (и0) ф 0 = j А (и0) d\i (t), (я (0) = ,u0. 

Отображение Л—но (A) —JA (uo)d\i(t) есть линейный положительный 
функционал на а л г е б р е ^ , норма которого равна единице; такие функ-
ционалы называются состояниями динамических систем. Если уравне-
ние (1) гамильтоново, то требование стационарности состояния и 
устойчивости относительно малых вариаций гамильтониана выделяет 
состояния, удовлетворяющие условиям Кубо — Мартина — Швингера 
(KMS-соетояния) [6]. Если со — KMS-состояние, то можно ввести 

спектральную функцию 1п{А, В), А, В(=Л, и функцию Грина 
GE(A,B), Е gee С, I m - E ^ O , с помощью соотношений 

00 

со (щА • В) — © (А) ю (В) = J exp (ii\t) Jn (А, В) dv\, (2) 

Ge (А, В) = j n (Е -т])-1 (А, В) di\. (3) 
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Функции л, и Ge определяют все статистические свойства системы [7].. 
Пусть вместе с (1) на Я задано уравнение 

= L0u -f gLjU, и \t=o =u0eeH, ge=R, (4> 
at 

clit — разрешающий оператор уравнения (4), u(t) = 1ltUQ. Оператор 111 по-
рождает отображение щ\Л -+-Л, a t A (u'0) = A (%t uQ). Пусть {. , .} — скоб-
ки Пуассона в Л. Предположим, что существует отображение S:H-+H, 
Su'0 ~ uQ, причем выполнено- условие 

{atA(u0))atB(u0)} = {a.<lA(Su0),a°B (Su'0)}, (5> 

тогда отображение б1 называется каноническим. 
Пусть со — KMS-состояние динамической системы {Л, а®}; определим? 

состояние cos динамической системы {<А, а*} соотношением 
(os (Л) = со (SM), S*A (и0) = A (Su0). 

Можно доказать, что cos есть KMS-состояние системы {Л, щ}, причем; 
справедлива формула 

GSE{A,B)=Ge (S*A,S*B). 

Предположим, что g в уравнении (4) мало и что преобразование-
S можно представить в виде ряда по степеням g: 

S=S0 + gS1+ . . . . 

Тогда функцию GE мы т а к ж е можем представить в виде ряда 

Gf (А, В) ~Ge ( Д , В0) f gGE {Аг В0) + gGE (А0, Вг) + 

где А0 = SlA, Аг - s\A, В0 = S*0B, Вг = S*iB, . . . . 

Предположим, что система { Л , a ° t } такова, что фукнции Грина вычис-
ляются легко, тогда мы можем вычислить функции GE с любым по-
рядком точности по g. 

Д л я иллюстрации алгоритма в данной заметке мы рассмотрим си-
стемы {Л, а*}} и {Л, эволюция которых во времени описывается 
уравнениями 

д2и * 2 1 ди = А и — тги, и U=o = Фо 
dt* 1Г то dt = Яо (6) 

<=о 

u = u(t,x); t ^ R , xeR3; 

= п, g>0. (7)? дги а 2 ч I ди = Аи — т2и — guA, и |*=о = Ф, — 
<=о 

Полагая , что g мало, мы вычислим функции GE системы (7) с точно-
стью до членов первого порядка по g. 

Запишем уравнение (7) в гамильтоновой форме. Д л я этого в в е -
дем функции 

Ф (t, х) = и (t, х), П (t, х) = — (t, х), 
dt 
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тогда из (7) получим систему уравнений Гамильтона 
д { Ф\ I 0 1\ (Ф\ ( 0 \ /Ф 

П 
g ф 3 п dt \ п / V А — т2 О 

с гамильтонианом 

Ж = -у- J (| Лф |2 + яг21 ф |2 + - j g + 

Соответственно, из (6) получим 

J L ( ф ) = ( 0 1 

dt [ П ) \ А — т2 О 

(8) 

/ Ф / О I \ / ф \ / Ф 
V П / \А — т2 0) ^ П / ' \ П / 

Sfflo = ~~~ J ( | у ф |2 f m 2 | < p | a + M 2 ) d * . 

Фо 
ЯП 

(9) 

Существование и единственность решения задачи (8) доказаны в [8] . 
Точные результаты относительно гамильтоновой структуры уравнения 
(8) приведены в [9] . 

Пусть Я — фазовое пространство систем (8), (9). Я = Я ф 0 Я я , г д е 
Я ф (соответственно Ня) — гильбертово пространство функций 
ф(я) ( я ( х ) ) со скалярным произведением < ф ь ф 2 > = / ( ^ ф 1 , Уф2) + 
+ф1ф2)б?л: ( < j t i , я 2 > = Симплектическая структура в Я за-
дается билинейной формой 

Л — алгебра непрерывных функционалов на Я , в которой скобки Пу-
ассона определены соотношением 

бф бл; бя бф 
dx. 

Определим на Я оператор 

Lo = 

и введем скалярное произведение 

О I 
А — т 2 0 / 

Ф1 
Я1 

ф 2 л 2 = Е l Фх 
Я1 

ф2 
Я 2 

таким образом, Я становится гильбертовым пространством. Оператор 
L0 порождает однопараметрическую группу t ^ R автоморфизмов 
пространства Н, унитарную относительно формы {. , .}: 

UU 
cos ( / • / — A - f т 2 ) ( • / — A f m 2 ) — 1 s i n ( г 1 / — A - f m 2 f 

• > / — Д + m 2 sin A + m 2 ) cos ( t Y — A + m2) 

Обозначим 
Ф0 

П„ 
о / Ф решение системы (9). 

Решения системы (8) с начальными условиями 

интегральному уравнению 

Ф \ / Ф 0 

П ) I. П 0 Ф3 (т) 

Ф 
я 

dx. 

2* 

удовлетврряют 

(10) 
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При достаточно малом g уравнение (10) можно решать методом после-
довательных приближений. Выбирая в качестве начального приближе-
ния функцию ^ j , получим 

Ф \ / Ф „ \ I 0 
{ U j М } {<$(x)J П 

о 

Пусть заданы некоторые ( ^ | е Я , в работе [10] доказано существо-
\ я J 

вание таких ( ) е Н, что 
\ л + / 

Ф (t, х; ф, я) \ / Ф0 (t, х; ф+, я + ) 

П (t, х; Ф, я) / V п о (t, х; Ф+, я + ) 

при t-*оо в норме, индуцируемой формой [., .]. Преобразование S: 

j задается формулой 

оо 

С ) - С ) - ' К - ( Л ) * -

Из работы [10] следует, что преобразование S является каноническим 
и переводит нелинейную систему { Л , af} в линейную, {<А, а^}, для 
которой KMS-состояние и функции Грина известны точно. Используя 
разложение 5 в ряд по g, мы можем приближенно вычислить функции 
Грина нелинейной системы. 

Введем функции 

Ф (k) = J Ф (х) ехр (— ikx) dx = у— (a (k) -f a (k)), 

я (k) = j я (я) ехр (— ikx) dx = •— (а (&) ~ а* > 

v — У k 2 -f- m2. 

Пусть А, В E t i — линейные функционалы вида 

А (а, а*) = J a i (k) a (k) dk - f - J a2 (k) a* {Щ dk, 

В (a, a*) = J Pi (k) a {k) dk - f J p 2 (k) a* (k) dk. 

Д л я вычисления функций GE мы воспользуемся формулой, приведен-
ной в работе [11]: 

Ся(А,£)=-^ш({Я,(£-Я0)-'А}), Н0А = А}. (12) 

Используя (12), (5), (3), получим 

Gf (Л, В) =± С ( - )dk , 
P J \ E — v £ + v / 
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+ 
т п 

«1 (2&1 + k2) exp (tv (2ki - f k2) t ) — g2 (2ki -ffe2) exp (.— tv (2/гх + fe2) т) ^ 

4v2 fa) ] / v (2/гг + k2) v (*2) 

x / pi jh) exp (/v (k2) т) p2 (fe2) exp (— iv (k2) t) \ ^ 
\ E-v(h) E + v(k2) ) 

Pi + k2) exp (iv (2kt + £2)t) - fe (2£x -f ^2) exp (— tv + £2) t) x 

4v2 fa) ] / v (2£x + k2) v fa) 

, a2 fa) exp (— (V fa) T) gx fa) exp (tv fa) x) 
X d k ^ d x -f 0 (g2). 

- f 

E — v fa) £ + v fa) 

4 (Л , В) = 4 - F — (б (т) - V) Pi (A) a 2 (k) — б (rj - h v) ax (£) p2 (*)) 
P J П 

00 
a x {2kx + fe2) exp (tv (2fex + k2) т) — a2 (2fex -f- fe2) exp (— iv (2kx -f h) t ) 

N ' J 
x 

4v2 fa) ] / v (2кг + h) v fa) 

x — (б (л — v (£2)) Pi (&2) exp (iv (£2) T) — б (л f v(&2)) p2 (£2) exp (-iv (h)x)) f 
T] 

, pi (2h + k2) exp (iv (2fex + h) x) — p2 (2^ + k2) exp iv (2fex + k2) x) x 

4v2 fa) ] / v (2&i + Л2) v fa) 

X -— (б (г) — v(£2))a2(&2) exp (—£v(A;a)t)—6(^-bv(/5a)) a ^ e x p (tv(Aa)x)) 
г] 

X dkxdk2dx I- 0 (g2). 

X 

Затем из (2) находим корреляционную функцию линейных функцио-
налов 

(0S (ATA; В) — COS (A) (0S (В) = 

I Г I = — \ — (а2 (k) Pi (k) exp (ivt) f а х (&) P2 (k) exp (— ivt)) dk • f 
p J v 

00 

: f t ) ) ь p2 (h) exp (-iv(k.2)(t f t ) ) ) X 
0 

Ci (2h + k2) exp (iv (2ki + k2) т) — a 2 (2kx + k2) exp (— iv (2kx + k2) ?) 

P 0 

X 4v2 fa) v fa) ] / v (2/гх + I 2 ) v fa) 

, Pi (2^i + h) exp (tv (2fea + jfej) t ) - p2 (2&i + exp ( - tv (2fex + fe2) т) x 

4v2 (kx) v (k2) Vv (2kx + k,) v (k2) 

X (a 2 (kj) exp (— iv (k2) (t + т)) + a x (k%) exp (iv (k2) (t i x))) 

• f O f e 2 ) , p = const. 

dkxdk%dx -f-

B заключение отметим, что на основании работы [12] аналогичное 
рассмотрение можно провести для системы с эволюцией, описываемой 
уравнением 

д2и а 9 ? I ди = А и — т?и — gu\ и Ь=0 = Ф, — 
dt* 6 1 dt 

~ я . 
t=0 
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Приведем корреляционную функцию линейных функционалов для та-
кой системы: 

1 f — (Pi (k) а 2 (k) exp (ivt) + ax(k) p, (k) exp (— ivt)) dk .1 V 

•U 

(0s (ATA • B) — cos (A) (0s (В) = 

(6, (I 
P J v 

j" j' J (Pi h) exp (iv (kvhk2) тх)) — p2 (kx {-h) exp (— iv (ktf t2) x 
о 0 

ax fa + fe2) exp (tv (fei + fe2) т2) — a 2 (fei + exp (— iv (fex - f &2) r2) ^ 
2v (Й1 + ftj) v3 (fe) v fa) 

/ exp (i (v fa) + v fa)) fa — r 8 — t)) exp (i (v fa) — v fa)) fa — r 2 — f))-
V V f a ) + V fa) *" v f a ) - v f a ) 

exp (t (v fa) — v fa)) fa — t2 — Q) exp (— i (v fa) + v fa)) fa — т2 — fl) \ 
v f a ) - v f a ) v f a ) + v f a ) j 

X dkxdk%dx-ydx% -j- . . . . 

Автор благодарен профессору А. А. Арсеньеву за постоянное вни-
мание к работе и обсуждение результатов. 
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