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С. С. ЧЕСНОКОВ 

Б Ы С Т Р О Е П Р Е О Б Р А З О В А Н И Е Ф У Р Ь Е В З А Д А Ч А Х 
Т Е П Л О В О Г О С А М О В О З Д Е Й С Т В И Я 

Спектральные методы являются эффективным средством решения 
линейных уравнений в частных производных. Разработанный сравни-
тельно недавно алгоритм быстрого преобразования Фурье (БПФ) [1] 
д а е т возможность с успехом применять эти методы для решения не-
линейных уравнений. В задачах нелинейной оптики алгоритм Б П Ф 
впервые использован, по-видимому, в [2]. Там показано, что при ис-
следовании теплового самовоздействия световых пучков данный алго-
ритм представляет определенные преимущества, связанные с экономией 
памяти и быстродействием. В настоящей работе обсуждается приме-
нимость Б П Ф к задачам дифракции и самовоздействия световых пуч-
ков со сложным начальным распределением интенсивности, имеющим 
ряд практических приложений. 

1. Продемонстрируем вначале применение дискретного преобразо-
вания Фурье для исследования дифракции ограниченного светового 
пучка. Изменение комплексной амплитуды электрического поля волны 
<§ (х, у, z), распространяющейся вдоль оси описывается уравнением 
квазиоптики 

= (1) 
oz 

здесь А г = ! ; переменные х, у нормированы на начальный 
дх2 ду2 

, 2я 9 
радиус пучка а0, переменная £ — на дифракционную длину zd =——az

Q 
к 

(Я — длина волны), амплитуда & отнесена к модулю амплитуды при 
z = 0. На входе (при 2 = 0) задано начальное условие 

g(x,y,Q) = g0{x,y). (2) 
Граничные условия имеют вид 

l im £ (х, у, z) = 0. (3) 

Решение задачи (1) — (3) будем искать на области в виде квадра-
та со стороной L. Разложим S (л:, у, z) в квадрате — Ь / 2 ^ х ^ Ь / 2 , 
— L J 2 s ^ y ^ . L / 2 в конечный ряд Фурье 

N/2 N/2 kx+iu) 
S(x, У,г) = £ t (4) 

й=—A72+1 /=—JV/2+1 
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При разложении в ряд (4) функция 6 дополняется до периодической 
с периодом L. Предполагается , что спектр функции <§ (х, у, z) ограни-
чен или достаточно быстро убывает, т а к что сумма первых N2 гармо-
ник воспроизводит <§ с необходимой точностью. 

При подстановке (4) в (1) получаем 
N/2 N/2 2ШГ, . . 4 

У У h i ^ L _ f i - Л ' р „ Р ) t Л = 0 . 
jLJ \ dz \ L 

k=—N/2+1 t=—N/2+1 

Отсюда следует, что отдельные гармоники б ы д о л ж н ы удовлетворять 
уравнениям 

= - N / 2 ^ l < k < N / 2 , (5> 
dz 2 \ L J V ' — W / 2 - M < / < t f / 2 . 

Система обыкновенных дифференциальных уравнений (5) имеет точ-
ное решение 

Введем пространственную сетку хт=тАх, уп — пАу, где Ах —Ау= 
= L/N (—N/2+1 N/2,' —yV/2+1 s^I « < N/2). Тогда .начальные з н а -

чения д л я гармоник 6 ^ ( 0 ) м о ж н о определить, используя значения 
комплексной амплитуды в узлах сетки при 2 = 0. Эта процедура про-
водится численно посредством Б П Ф : 

N/2 N/2 • 2Ш .. , , . 1 (km+ln) 
S S ^ о ( т А х , п А у ) е " . (7) 

m=—NJ 2+1 я=—АГ/2+1 

Пользуясь изложенным алгоритмом, по известному распределению ам-
плитуды при z = 0 с помощью прямого преобразования (7) определяют 
начальные значения фурье-гармоник. З а т е м по формулам (6) находят-
значения гармоник при заданном zQ и делают обратное преобразова-
ние Фурье: 

N/2 N/2 2Я1 

${тАх,пАу,2ь)= £ £ • 
k=—N/2+1 l=—N/2+1 

К а ж д о е из двухмерных преобразований (7), (8) производится по-
средством 2N одномерных преобразований. 

Решение уравнения дифракции является точным д л я практических 
целей до тех пор, пока функция <§ исчезающе м а л а за пределами 
к в а д р а т а |J\:J<CL/2, а ее спектр т а к ж е исчезающе мал при 

При расчете распространения пучка полезно си-
стематически оценивать функции | S (х, у, z) | 2 и \&ы\2 д л я контроля 
точности. 

2. Стационарная з адача о распространении светового пучка в дви-
жущейся нелинейной среде описывается уравнением 

2 = Д , <£ -f R$ Г gg*dx, (9) 
dz J 

дп 
~дТ 

пропорциональный интенсивности на входе в среду, с — скорость све-

здесь R = [ па^ас / Х2УрСр j $%* |z =o — параметр нелинейности, 
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та, а, р, Ср — коэффициент поглощения, плотность и теплоемкость 
среды соответственно, V — скорость движения среды (направлена 
БДОЛЬ оси х слева направо) . Производная характеризует зависи-

мость показателя преломления среды от температуры (здесь рассмат-

ривается случай дефокусирующих сред, когда — < 0 j . 
Д л я решения нелинейного уравнения (9) используется следующий 

алгоритм. Пусть на j-м шаге по 2 амплитуда &j=S(x, у, jAz) извест-
на. При помощи прямого и обратного преобразования Фурье, а т акже 
формул типа (6) на следующем шаге решается уравнение линейной 
дифракции (1). Найденная амплитуда ® j + ± _ используется для вычис-

ления температуры среды 

Т ! = Г id ! gd*\ dx. 
/ + — J^ / + — / + — 

Затем на этом ж е шаге по г решается уравнение распространения вол-
ны в наведенной тепловой линзе, т. е. 

2i = ЦТ , : 
dz 

с начальным условием S,- = В результате мы получаем амлли-

туду волны на (/-f-l)-iM шаге 

/ + 2 

При реализации описанного алгоритма на Ц В М необходимо заре-
зервировать объем оперативной памяти для размещения двух двумер-
ных массивов размерности N~XN. Напомним, что для работы Б П Ф 
требуется, чтобы N представляло собой целую степень числа 2. 

Рассмотренная расчетная схема является устойчивой при любом 
шаге Az. Единственное ограничение, накладываемое на величину Az, 
определяется тепловым набегом фазы, который вычисляется по ампли-
туде $ . , _i_ волны, дифрагирующей на отрезке Az. При большой не-

2 

линейности 10) такой метод решения с пошаговой линеаризацией 
приводит к значительным ошибкам. Отсюда можно сформулировать 
условие для верхней оценки шага по 2, а именно 

A z < . (10) 
Rmax\T(x, у) | 4 ' 

х,у 
3. При практическом расчете распространения пучков сложной 

конфигурации возникают проблемы, связанные с выбором соотноше-
ний между исходным размером пучка и размером области ,решения. 
Здесь играют роль два конкурирующих фактора. С одной стороны, для 
задания начального профиля интенсивности, имеющего большую кру-
тизну, желательно, чтобы на поперечное сечение пучка приходилось 
как можно больше узлов сетки. С другой стороны, наличие дифрак-
ционного и теплового расплывания требует достаточного превышения 
размера области L над первоначальной шириной пучка 2а0. 

m 
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Кроме того, ширина пучка в пространстве переменных х, у одно-
значно связана с шириной его спектра в пространстве волновых чисел ; 

k, I, что накладывает дополнительные ограничения на выбор началь-
ного распределения интенсивности. Указанные ограничения менее су-
щественны в задачах дифракции, поскольку в этом случае модуль 

спектра в процессе распространения, 
пучка не изменяется. При распростра-
нении в движущихся дефокусирующих 
средах пучок смещается в наветрен-
ную сторону, а модуль его спектра, 
в свою очередь, смещается в сторону 
больших волновых чисел. Тепловая 
дефокусировка в движущейся среде 
приводит к обогащению спектра пучка 
высокочастотными гармониками № 
обеднению низкочастотными. Резуль-
таты проведенных контрольных рас-
четов позволяют сделать вывод об 
оптимальном вььборе размера облас-
ти L. Отношение начальной ширины-
пучка к размеру области в простран-
стве переменных х, у должно быть по 
возможности близко к отношению 
ширины его спектра к размеру облас-
ти в пространстве волновых чисел k, I. 

4. Рассмотрим в качестве примера 
имеющую прикладной интерес задачу-
о распространении сфокусированного-
пучка квадратного сечения. Расчеты 
проведены на Ц В М БЭСМ-6 с исполь-
зованием пространственной сетки 64|Х; 
Х64. Соотношение между размером; 

области решения и первоначальной шириной пучка 2а0 выбрано сле-
дующим: L = 6 a 0 . Во избежание трудновоспроизводимых на сетке ди-
фракционных эффектов начальное распределение амплитуды аподизи-
ровано в соответствии с выражением 

<f0 (х, у) = e-(*20+f20)/2 )/2F ' (11> 

здесь F — расстояние, на которое сфокусирован пучок. В рассматри-
ваемом примере F=Q,5zd. Шаг интегрирования по z нелинейного урав-
нения (9) выбран равным z j 4 0 . 

На рисунке, а нанесены линии равной интенсивности, соответст-
вующие начальному распределению амплитуды (11). Значения уров-
ней в долях максимального значения интенсивности указаны около со-
ответствующих линий. 

Картину линейной дифракции иллюстрирует рисунок, б, где изо-
бражено распределение интенсивности при 2 = 0 , 4 (равном расстоянию' 
до дифракционной перетяжки гауссова пучка единичного радиуса, сфо-
кусированного на ^ = 0 , 5 ) . Отметим, что положение минимумов интен-
сивности хорошо согласуется с положением минимумов первого поряд-
ка д л я дифракции на квадратном отверстии. 

Тепловое самовоздействие рассматриваемого пучка исследовано* 
при значении нелинейного параметра |7?]=40, что соответствует слу-
чаю умеренной нелинейности. Относящиеся к этому случаю линии 
равной интенсивности при 2 = 0,4 изображены на рисунке, б. Смещение 

* 
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энергетического центра пучка навстречу ветру составляет при этом 
2,1 Оо. 

Детальное исследование распространения пучка в ближней зоне-
(2<c0,5zd) позволяет утверждать, что дифракционные явления на на-
чальном участке трассы играют значительную роль в формировании 
температурного профиля среды и тем самым существенно определяют 
тепловые искажения пучка сложного профиля. 

5. Метод быстрого преобразования Фурье в задачах нелинейной 
оптики обладает определенными преимуществами по сравнению с ши-
роко применяемыми в настоящее время разностными схемами и мето-
дом конечных элементов. В случае использования явных схем интегри-
рования по 2 вычислительные затраты на один шаг Az для всех мето-
дов примерно одинаковы, однако спектральный метод допускает го-
раздо более крупные Az. Когда используются неявные схемы и шаг Az 
может быть сделан достаточно большим, вычислительные затраты на 
шаг для разностных схем возрастают и начинают значительно превы-
шать затраты для алгоритма Б П Ф . 

Вместе с тем в случае применения спектрального метода взаимо-
действие с границами сетки начинает искажать решение на меньших 
расстояниях z, чем при использовании разностных схем. По-видимому, 
алгоритм Б П Ф является наиболее эффективным, когда исследуется 
тепловое самовоздействие на сравнительно коротких трассах ( z ^ . z d } 
и при умеренных значениях нелинейного параметра ( = ^ 4 0 ) . 
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КОГЕРЕНТНЫЕ СВОЙСТВА РЕНТГЕНОВСКИХ 
ИСТОЧНИКОВ И ЭФФЕКТЫ КОГЕРЕНТНОСТИ 
В РЕНТГЕНОВСКОЙ ОПТИКЕ. I. ПРОСТРАНСТВЕННАЯ 
КОГЕРЕНТНОСТЬ СИНХРОТРОННОГО ИЗЛУЧЕНИЯ 

§ 1. Эффекты статистики рентгеновского излучения 

1.1. Настоящая работа посвящена теоретическому анализу стати-
стических свойств излучения рентгеновских источников (основное вни-
мание уделено синхротронному излучению ( С И ) ) , обсуждению мето-
дов их измерения и рассмотрению эффектов частичной когерентности 
в динамическом рассеянии ( Д Р ) рентгеновского излучения в кристал-
лах. В отличие от оптики, где изучение статистики световых полей (за-
конов распределения, временных и пространственных корреляционных 
функций (КФ) различных порядков) представляет собой хорошо раз-
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