
ской оптики. Подчеркнем, в частности, что в наших расчетах учитывает-
ся наряду со случайной и регулярная модуляция (конечная ширина 
пучка и длительность импульса, регулярная кривизна волнового фрон-
т а ) . Такая постановка задачи характерна для современной нелинейной 
оптики; и в этом пункте перенесение соответствующих представлений 
в рентгеновскую оптику весьма плодотворно (см. также [4 ] ) . 

Наконец, исследованное в § 3 влияние неполной когерентности 
волн на эффекты Д Р электромагнитного поля сохраняет свои особен-
ности и в дифракции электронов. Основанные на этих эффектах мето-
ды измерения и формирования КФ могут быть поэтому использованы 
для изучения временной и пространственной когерентности низкоэнер-
гетических электронов — эффектов, все более привлекающих внимание 
исследователей в области электронной оптики [10]. 
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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА СКАЛЯРНОЙ ДИФРАКЦИИ 

1. Сама постановка обратных краевых задач вызывает затрудне-
ния; вопрос единственности решения обратной задачи дифракции для 
краевой задачи — фундаментальный вопрос, — по-видимому, до сих 
пор не решен до конца [1, 2] . В силу этого предлагаемый здесь метод 
следует рассматривать как один из возможных подходов к обратным 
краевым задачам. Существование и единственность решения обеспечи-
ваются введением определенной априорной информации — метод, 
предложенный впервые, по-видимому, Новиковым [3] и нашедший 
впоследствии применение в ряде работ по обратным задачам [4], [5]. 
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Доказательство существования и единственности решения обратной 
краевой задачи при наличии данной априорной информации о рассеи-
вателе представляет собой самостоятельный вопрос, рассматриваемый 
в каждом конкретном случае особо. Известно, однако, что для рассеи-
вателя звездной формы обратная краевая задача дифракции имеет ре-
шение, и это решение единственно [2]. 

2. Пусть Г — открытая односвязанная область трехмерного про-
странства, занимаемая рассеивателем и описываемая характеристиче-
ской функцией -у (г): 

У ( г ) = ! ' П Р И Г ^ О 
( 0 при г ^ Г, 

и пусть 2 — поверхность звездного типа, замыкающая Г. 
Как известно, поле в области наблюдения У имеет вид 

где U о (у) — первичное (падающее) поле, а и( у) — рассеянное поле, 
являющееся в области У решением уравнения 

А и k2u = О, 

удовлетворяющим граничному условию и условию излучения. 
Рассмотрим для определенности задачу Дирихле. Рассеянное по-

ле и в области У имеет вид 

VJ/ 4 Я J дп J / 4 Я J дп 6 v JJ 4 ' 
V V 

Пусть R — некоторая ограниченная зона поиска, отделимая от У 
и заведомо содержащая область ,Г вместе с замыканием 2 внутри себя. 
К а к известно [6, 7], рассеянное поле и вне Г представимо в виде 

"(y)=$g(r-y)T(r)dr, 
Я 

где Т(г) — мнимые источники рассеянного поля, аппроксимируемые 
распределением монополей, с носителем строго внутри Г. 

Таким образом, поле и мнимых источников Т(г) на 2 имеет вид 
u(r)=$g(r-r')T(r')dr', r e 2 . 

я 
Функцию распределения мнимых источников Г(г ') можно определить 
по рассеянному полю и (у), замеряемому на области Y, используя их 
разложение по системе {фг(г)}, (фг(у)} — системе союзных фунда-
ментальных элементов Шмидта оператора распространения поля из 
области R в область У ([8, 9 ] ) : 

Т(г') = £ ф , ( г ' ) v 1 J«(y)"S(y)dy . (3) 
v 

Используя функцию Г (г') — функцию распределения мнимых ис-
точников, — уравнение (2) можно записать следующим образом: 

и (У) = J g (г ~ У) { j g (г - О Т (г'') dr*} d2 f 
2 Я 

< 4 > 
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Выражение (4) рассматривается как уравнение, на основании ко-
торого следует определить вид 2 — рассеивающей поверхности, выра-
зив в нем предварительно Т(г') через рассеянное поле и (у) при помо-
щи (3). Однако непосредственное определение 2 — поверхности интег-
рирования — из уравнения (4) представляет собой сложную задачу; 
переходя от поверхностных интегралов к объемным, задачу можно уп-
ростить, сведя ее к определению характеристической функции р а с -
сеивателя Y(r)> определяющей (1) форму рассеивающей поверхности. 

Д л я перехода к объемным интегралам в выражении (4) достаточ-
но показать, что подынтегральные выражения непрерывны вместе со 
своими частными производными внутри 2 . 

Функция g " ( r — y ) V r U 0 ( r ) очевидно удовлетворяет на R этому ус -
ловию. 

Функцию 

F (г, у) = g (г - у) V, f g (г - г') Т (г') dr' 
R 

можно представить, аппроксимируя Т(г ' ) конечным рядом в в ы р а ж е -
нии (3), и поскольку такое приближение ограничено по абсолютной ве-
личине вместе со своими частными производными, то на основании 
свойств объемного потенциала нетрудно показать, что аппроксимация 
F(г , у) допускает применение теоремы Остроградского — Гаусса. 

Переходя к объемным интегралам в выражении (4), получаем 

" (У) = - ^ г f [ У (г) Ш (г — У) V,* (г — О — k%g (г — у) g (г — 
"я 

- г')] Т (г') drdr' + j* у (г) [yrg (г - у) v,t/ffl <г) - k2g (г - у) U0 (г)] dr. (5> 
R 

Подставляя в (5) выражение для Т(г ') через наблюдаемое поле 
согласно (3) и разлагая затем у (г), и (у), £/0( г) по некоторой (предпоч-
тительной для конкретной задачи) системе базисных функций {ty*}, 
приходим к следующему выражению: 

Uj = —2 AinnyLum - 2 A i i k y t U l (6) 

в котором Aijk и у£, например имеют вид 

Ацк = - J $ (У) % (r) WAS (Г - У) (г) - k2g (г - у) ^ (г)] drdy, 
R У 

Yt = f Y (г) ( r ) d r -
R 

В выражении (6) компоненты кубических матриц Ац к и компо-
ненты вектора Uk известны априори, компоненты вектора ит опреде-
ляются в результате измерения рассеянного поля на области Y; компо-
ненты вектора уг являются неизвестными, подлежащими оценке. 

Все величины в (6) имеют конечный порядок: i, j, k, т= 1, 2, ...,. 
..., N. Такая аппроксимация (как и аппроксимация Г (г) конечным ря-
дом) оправдана тем, что точность определения мнимых источников 
по рассеянному полю и (у), а следовательно и точность восстановления 
у (г ) , всегда ограничена присутствием помех, вводимых в рассмотрение.: 
ниже. 
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Уравнение (6) нелинейно по наблюдаемому полю. 
3. Пусть F(y) — поле, реально замеряемое на области Y, отли-

чающееся от истинного рассеянного поля и (у) аддитивной случайной 
добавкой я (у). Пусть также мы имеем некоторую априорную информа-
цию о рассеивателе, представляемую в виде характеристической функ-
ции Yo(r)> от которой характеристическая функция истинного рассеи-
вателя отличается на некоторую случайную величину %(г). Таким 
образом, имеем систему 

u = V — n, (7)t 

Y = Yo + Х-

Случайные величины « и % считаются гауссовыми с известными корре-
ляционными матрицами коэффициентов разложения: 

= <«/«;> = JJ <Я (У) гС (у')> (У) t-n (У') dydy', 

Xik - (ml) = J J <x (r) x* (г')) II»; (r) % (r') drdr'. 

Подставляя (7) в (6), приходим к уравнению 

F / _ щ = _ (Y? + Х«) (Vm - О - (Y? + ъ ) Ш 

и, пренебрегая в нем членами цпт как величинами более высокого по-
рядка малости по сравнению с членами у9пгп, щ, получаем окончатель^ 
но в векторном виде 

n = m + е х . (8) 

Здесь вектор т имеет следующий вид: 

ш = \\ттИ = || (6 /m + ^ „ y ? ) - 1 ( 2 Л Ц т у й у т -f 2AijkуП)«, 
а матрица 

0 = (6, , + 2 A t J m $ r l ( 2 Д 7 Л + ?>A l j kUl). 

4. Логарифм функции правдоподобия в силу взаимонезависимости: 
помех запишем, опуская не участвующие в варьировании члены: 

- In L = ~ In [Р (п | х) Р (X)] = [ш f 0Х]+ N~x [m - 0Х] + ->• min, 
% 

варьируя который, получаем алгоритм нелинейной фильтрации вы-
борки V: 

£ = — ( 8 + Л Г + х - 1 rlQ+N~lm. (9> 

Шпур матрицы Xij приближенно (с точностью аппроксимации) ра-
вен усредненному модулю возможного отклонения объема истинного^ 
рассеивателя от априорно известного: 

Sp [X] = 2 <xriQ = f (X (г) X* (г)) dr = f ([у (г) - Yo (г)]2) dr = < V l v_v0 l) . 
R R 

Несмотря на то что звездная форма препятствия гарантирует един-
ственность и сходимость оценки мнимых источников при исчезающих: 
помехах :[2], адекватность восстановленной предлагаемым образом 
формы форме истинного рассеивателя определяется помеховой ситуа-
цией. При сильных помехах процесс регуляризации приводит к пре-
небрежению коэффициентами разложения с высшими номерами, что 
искажает вид оценки мнимого источника и формы тела. 
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5. Линеаризация уравнения (5) по рассеянному полю дает сле-
дующее выражение: 

R 

4я 

и(у) ̂  JY (r) [s/rg (r ~y) (г) ~k2g (r - y) u°(r)1 dr = 

j j* Y (r) Vrg ( r У) Vrg (r — x) /о (x) dxdr — 
R X 

~ И Y (r) k*g (r ~ y) h (r " x) /o (x) dxdT' (10) 
R X 

в котором /,о(х) — источники первичного (облучающего) поля, скон-
центрированные в области излучения X. Введем систему координат, 
начало которой расположено в области R. Тогда при переходе в даль-
нюю зону (приближение Фурье) имеем 

V r £ ( г —У) Vr£(r — х ) ^ — k*g(r — y)g(r — х ) , (1.1) 
так как 

I r - y ^ O , |г — х | - 1 < & (Iг —-у], | г - х | » Я , ) , 
и если размеры областей X, Y, R много меньше расстояния между ни-
ми, а области X и Y совпадают, то 

г — у у . г—X 
1. 

I г— У1 1У1 |Г — Х | | х | 1У1 | х | 

Вместе с тем в дальней зоне множитель амплитудного расхожде-
ния меняется слабо, и, заменяя его константой D, вынесем его из-под 
интеграла. Р а с к л а д ы в а я показатель экспоненты, имеем 

g (г — У) g (г — х) ^ ехр {2i Dk) exp {i pr}, D l 

x у 
|X | | y I 

и наконец, предполагая, что источник первичного поля точечный: 

/о ( х ) = / о 6 (* — х0); х 0 €ЕУ, 

получаем окончательно: 

и (У) == - e* k D /о р 2 j у (г) е-р-" dr (12) 
R 

— выражение, л е ж а щ е е в основе работ [10—12], в которых рассмат-
риваются алгоритмы определения характеристической функции рассеи-
вателя *у(г) на основании замеров рассеянного поля в дальней зоне 
без учета помех. К а к видно из (12), характеристическая функция рас-
сеивателя и спектр рассеянного поля в дальней зоне связаны преоб-
разованием Фурье; в этом приближении обратная задача состоит 
в определении трехмерного оригинала по спектру рассеянного поля, 
замеренному на ограниченном объеме в р-пространстве (размеры 
апертуры Y определяют диапазон ориентаций векторов р, частотный 
диапазон определяет диапазон изменения модуля вектора р ) . 

6. Следует отметить, что при получении (12), кроме приближений 
дальней зоны, была допущена линеаризация (5) . Физический смысл 
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линеаризации состоит в следующем. Уравнение (10) можно получить 
непосредственно из (3), положив 

ди( г) ди0(г) 
дп дп 

наряду с (внутренне противоречащим ему) вторым условием 

"(г) h = — U0(r) |s. 
Таким образом, выражение (12), выведенное впервые, по-видимо-

му, Боярским (ссылки на его неопубликованные работы имеются в 
[10, 11]), является лишь «приближенно» обратной задачей Дирихле, 
решенной при этом в приближении дальней зоны. В методе, излагае-
мом здесь, значение нормальной производной рассеянного поля и и 2 
согласуется с рассеянным ж е полем, замеряемым на У. Это согласова-
ние производится с помощью мнимого источника. 

Аналогично можно рассматривать задачу Неймана и третью крае-
вую задачу в обратной постановке. 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

L Л а в р е н т ь е в М. М. Обратные задачи для дифференциальных уравнений.— 
В кн.: Сборник трудов Всесоюзного симпозиума по обратным задачам. Ново-
сибирск, 1972. 

2. Л а к е П., Ф и л л и п е Р. Теория рассеяния. М., 1971. 308с. 
Й. Н о в и к о в П. С. Об единственности решения обратной задачи потенциала.— 

ДАН СССР, 1938, с. 165—168. 
4. Г л а с к о В. Б., К р а в ц о в а Г. А., К р а в ц о в В. В. Об одной обратной зада-

че гравиметрии.— Вестн. Моск. ун-та. Физ., астрон., 1970, 11, № 2, с. 174—179. 
5. Г л а с к о В. Б. Некоторые математические вопросы интерпретации геофизиче-

ских наблюдений. Докт. дис. М., 1972. 
6. К у п р а д з е В. Д. Граничные задачи теории колебаний и интегральные урав-

нения. М., 1950. 
7. К у п р а д з е В. Д. Методы потенциала в теории упругости. М., 1963. 
8. Б у р о в В. А., Г о р ю н о в А. А. Собственные функции операторов распростра-

нения.— Вестн. Моск. ун-та. Физ., астрон., 1976, 17, №6 , с. 728—734. 
9. Б у р о в В. А., Г о р ю н о в А. А. Статистические оценки в обратной задаче рас-

сеяния скалярных волн.— Вестн. Моск. ун-та. Физ., астрон., 1977, 18, № 6, 
с. 95-—99. 

10. Л е в и с П. М. Обратная задача дифракции.— Зарубежная электроника, 1970, 
№ 2, с. 100—112. 

11. О р м с б и Д. Ф. А., Т о м л я н о в и ч Н. М., О с т р о в с к и й Г. С., В е й с с М. Р. 
Изображение целей когерентным радиолокатором.— Зарубежная радиоэлектро-
ника, 1971, № 4, с. 20—37. 

12. N o r m a n В l e i s t e i n . Physical optics farfield inverse scattering in the time do-
main.—JASA, 60, N 6, Dec. 1976, p. 1249—1255. 

Поступила в редакцию 
24.11.78 

BECTiH. (M.OCK. УН-ТА. CEP. 3. ФИ|ЗИКА. АСТРОНОМИЯ, 1980, Т. 21, № 6 

УДК 621.396.67 
В. А. БУРОВ, О. В. ДМИТРИЕВ 

О РАЗРЕШЕНИИ СИГНАЛОВ АНТЕННЫМИ РЕШЕТКАМИ 

Проблемам разрешения сигналов в настоящее время уделяется 
большое внимание в радиолокации, радиоастрономии, оптике и гидро^ 
акустике [1—4]. При этом рассматриваются задачи разрешения двух 
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