
ческом диапазоне частот (<йа6=2-1015с-1), при Те—Л- 104К и пе= 
= 1014 см - 3 справедливы неравенства 

R e ( Г а а ' ) р а д R e ( Г а < х ' ) н е у п р " С R e Ф а р » 

причем отношение ширин составляет примерно два порядка. Таким 
образом, при указанных условиях механизм штарковского уширения 
является преобладающим. 

В заключение хотелось бы отметить следующее. Кинетический под-
ход позволяет рассчитать форму линий и в неравновесной плазме. Для 
этого надо использовать систему уравнений для недиагональных и диа-
гональных элементов матрицы плотности, причем интегралы столкнове-
ний в уравнениях следует выбирать достаточно простым образом. 
Таким путем можно учесть и влияние турбулентных возмущений на 
форму линии. В рамках релаксационной теории уширение спектральных 
линий в слабо турбулентной плазме рассматривалось в работе [10]. 
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УДК 681.5.037.2 
ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ ЛИНЕЙНЫХ 
И ЛИНЕАРИЗОВАННЫХ СИСТЕМ ПО ФОРМУЛАМ СВОБОДНОГО 
ПАРАМЕТРА АНАЛИТИЧЕСКОГО МЕТОДА ТРАЕКТОРИИ КОРНЕЙ 

Г. А. Бендриков, В. И. Мифтахов 
(кафедра физики колебаний) 

Построение траекторий корней характеристического уравнения 
Фп(р) +KWm(p) = (chpn+aiPn-l+... + an) +K(b0pm +bipm~l+ 

+ ...+bm)= 0, (1) 
где К — свободный параметр ( n ^ m ) , полностью решает вопрос об 
устойчивости линейных динамических систем [ 1 ]. • 

При заданных начальных и предельных точках траекторий корней 
исследование устойчивости возможно без построения траекторий кор-
ней, а с использованием общих свойств корневых годографов [2]. 
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В работе рассмотрен простой графический метод определения об-
ластей устойчивости систем, описываемых характеристическим уравне-
нием (1), основанный на построении кривых свободного параметра [3] 
на плоскости [о2, К (б, со2)] для 6 = 0. Рассматриваемый метод, в отли-
чие от частотных методов [4], основанных на построении параметриче-
ских кривых и{со) и у(ю) на комплексной плоскости (и, у), использует 
более простые графики в функции квадрата частоты на действительной 
плоскости (со2, К). Он удобен для исследования устойчивости систем 
высокого порядка, а также многоконтурных систем. 

В аналогичном виде метод был предложен в работе [5], однако он 
не был связан с аналитическим методом траекторий корней и недоста-
точно полно обсужден. 

1. Определение областей устойчивости систем класса [п; ш] на 
плоскости (со2, К). Подставляя в (1) р = б + /со и разделяя действитель-
ные и мнимые части, получим: 

[ ф Л (б, со2) + к % («, <о2)] + / <о[Ф1. (б, со2) + К (б, о 2 ) ] === 0, (2) 

где согласно [1] 

ф 2 (б, со2) = ф<0) (б) + . . . , 

Wr (б, СО2) — (б) Ч т̂ (6)-f . . . , 

фу(б, со2) - ф<1) (б) ^-ф<?>(б) + . . . , О; . 

^ • ( б , С О 2 ) ^ ^ ^ ) о! 

Здесь в верхних скобках указан порядок производной по б. 
Формулы свободного параметра для со=й=0 имеют вид: 

д . _ + 

ф , ( а . Ч Ф " ) ( 6 ) + - ( 4 ) 

причем Kr = Kj = К, а для со = О 

Ym(6) М ^ М Т ^ - ... +Ът " К ) 

По формулам- (3) и (4) можно графически построить корневой 
годограф. Для этого [3] при фиксированных значениях 6 —бо на плос-
кости (со2, К) строятся кривые КТ и Kj. По их пересечению определяют-
ся значения со, соответствующие равенству Kr=Kj. Значения свобод-
ного параметра на действительной оси, как видно из сравнения (3) и 
(5), находятся из пересечения кривой Кт с осью К 

Для исследования устойчивости положим в формулах (3) и (4) 
6 = 0 и запишем их через коэффициенты, полиномов Ф п ( р ) и ^¥m(p): 

— К= Фг = а" ~0)2 а"~2 + 0)4 а"~4 ~~ '" (6) 
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ф J __ an-1 — a ' fln-3 + «>4 Qn-s — • • • 
bm-l — CO2 bm_3 + СО4 Ът_ь— . . . 

или 
ф г + = («я — °>2Дл-2 4- (04Дд_4 — ...) + 

f K r ( Ь т — © 2 6ш-2 Ь <046т-4 — . . . ) = О» 

Фу + K j V j = (Оя_1 — (02ал_з + <о4а„_5 — . . . ) + 

+ К) (Ьт-1 — (д2Ьт-з + 5 — •••) = 

(7) 

(6а) 

(7а) 

Тогда из пересечения кривых Кг и К] при 6 = 0 , построенных на плос-
кости (to2, К), можно определить возможные критические частоты сок 
и критические значения свободного параметра Кк-

Выделим области значений К на плоскости (со2, К), при которых 
характеристическое уравнение (1) описывает континуум устойчивых 
систем. Подставляя в (1) р=/со и фиксируя К— Ко, получим формулы 
характеристической кривой Михайлова [4]: 

и(со) = (ап — (а2ап-2 -f ю4а„_4 — ...) — К0 (b — со26т_2 + ю46т_4 — ...) 

и (<а) == со [(ап-1 — оэ2а„_3 + со4а„_5 — ...) f-

+ Ко {Ьт-1 — С026т_з + С04Ьт_5 — . . . ) ] • 

Легко видеть, что для систем, устойчивых при некоторой К=Ко, 
должно выполняться следствие из критерия Михайлова, согласно кото-
рому при возрастании со от 0 до + о о ( 0 < со< + оо) функции и (со) и 
у (со) последовательно обращаются в нуль ti—1 раз. Отсюда следует, 
что для устойчивых систем прямая К=Ко на плоскости (со2, К) должна 
последовательно пересекать сначала (Кривую Кг, затем кривую Kj 
и т. д. п—1 раз. 

Для устойчивых систем всегда выполняется условие Вышнеград-
ского, которое для уравнения (.1) имеет вид: 

#0>0, Q-n—m—i >0, ttn—m + Kb0>0,..., an + Kbm>0. (8) 

Оно накладывает ограничения на 
величину К в зависимости от зна-
чений 'Коэффициентов а^ и bj. 
Этими соотношениями будем 
пользоваться !пр,и графическом 
определении областей устойчи-
вости. Если ап-\-КЬт = 0, то К = 

/ =•—ап/Ьт = Ка и система нахо-
| _ дится на границе апериодиче-

У 100 200 J00 40OV ской устойчивости. Это следует из 
формулы (5) три 6 = 0. На плос-

Рис- 1 кости (со2, К) пересечение кривой 
Кг И оси К происходит в точке 

(0, К&). В области К, где (8) не выполняется, для уменьшения объе-
ма вычислений кривые Кг и Kj можно не строить. 

Поясним сказанное примером. Найдем области устойчивости систе-
мы [6], характеристическое уравнение которой: 
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(р4+5,25р3+43 р2) + к (рЧ-17,01 р2+316,224р + 588) = 0. (9 ) 



Подставляя численные значения коэффициентов уравнения (9) в (6) и 
(7), получим формулы кривых 

„ 43СЙ2 — со4 „ 5,25со2 

А Г = И Л ; , 
588— 17,01ю2 J 316,224 —(о2 

графики которых в функции квадрата частоты построены на рис. 1 при 
К>0, где выполняется условие (8). Сплошными линиями изображены 
кривая Кг, состоящая из двух ветвей, прерывистой — верхняя ветвь кри-
вой Кj (нижняя ветвь расположена в области отрицательных значений 
К и поэтому не построена) и штрих-пунктирными линиями — вертикаль-
ные асимптоты кривых Кг и Kj. Система устойчива в областях 0</С«<0,9 

и 12 ,5<^С<+оо, обозначенных на рисунке стрелками, так как здесь 
любая прямая К=Ко последовательно пересекает кривые Кг и Kj три 
раза. При Л а = 0 система находится на границе апериодической устой-
чивости, а при Лк1=0,9 и /СК2=12,5 — на границе колебательной устой-
чивости с критическими частотами COKI = / 47 ~ 6,9 И 0)К2 — 

Предложенный метод позволяет также исследовать влияние пара-
метров семейства траекторий корней на области устойчивости по сво-
бодному параметру. В качестве иллюстрации рассмотрим систему, опи-
сываемую характеристическим уравнением [7]: 

р(Тф+1) (Т2р+\) (Т3Тьр*+Т3р+1)+К(Тр+1)=0, (10) 
где Ji—0,12с, 72=0,77с, 73=0,064 с, Т 4 = 0,085 с, Г —параметр семейст-
ва траекторий корней, К — свободный параметр. 

Подставляя в (10) численные значения, получим 
(0,000503 р5+0,0108 р4+0,155 р3+0,954 р 2 +р) +К(Тр +1) = 0 , 

откуда, используя (6) и (7), приходим к формулам кривых 

Кг = 0 , 9 5 4 а * - 0,01080* и К, = ^ 1 + 0 Л 5 5 с й 2 - ° ' 0 0 0 5 0 3 ( й 4 . 
т 

На рис. 2 построены кривая Кг и семейство кривых Kj при Г = 0 , 1 с ; 
0,3 с и 1с, откуда находим, что система устойчива в области 0 = К а < -
<К<К к. Видно, что с увеличением Т критическое значение свободного 
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параметра сначала увеличивается, а затем, достигнув максимума, 
уменьшается. 

2. Определение областей устойчивости систем класса [п; 0]. Для 
частного случая 4rm(p) = 1 характеристическое уравнение (1) прини-
мает вид: 

®п{р)+К={айрп-\-афп-1+...+ап)+К=Ъ. (11) 

Подставляя в формулы (6а) и (7а) т = 0 и 6«=1, получим 
— K r — a n — © 2 a n - 2 + a ) 4 a n - 4 — . . . , (12) 

O j==an_i—<o2an_3+cb4an-5—... = 0 , 1 (13) 
где последнее уравнение является уравнением возможных критических 
частот и соответствует кривой /О,- Оно имеет более низкий порядок, чем 
(11). Кривые Kj на плоскости (<а2, К) принимают вид вертикальных 
прямых кй2=(о2к, где со2

к — положительные действительные корни (13). 
Соотношения (8) упрощаются и могут быть записаны: 

a 0 > 0 , а ! > 0 , . . . , a n _ i>0 , К>— ап. (14) 
Найдем в качестве примера области устойчивости системы [7], 

характеристическое уравнение которой 
р ( Г 1 р + 1 ) ( ^ 2 Р + 1 ) ( Г 3 р + 1 ) ( Г 4 Г 5 р 2 + Г 4 р + 1 ) + / С = 0 , (15) 

где Г1=0,005с, Г 2 =0,12с , Тг=0,77с, Т 4=0,064с, Г5=0,085с. 
Подставляя в (15) численные значения и раскрывая скобки, полу-

чим (0,00000251 р 6 +0,000556р 5 +0,0115р 4 +0,16р 3 +0,959р 2 +р)+/С—0, 
откуда согласно (12) и (13) 

К г = 0,959 <о2—0,0115 to)4+0,00000251 со6, 
ф , = 1—0,16 со2+0,000556 (о4=0. 

Из последнего уравнения находим возможные критические частоты 
оок 1=/"6^4^2,5 и 280,4 6,7. В силу (14) при К < . 0 система не-
устойчива, поэтому здесь кривую Кг можно не строить. Как видно из 

р|ИС. 3, система устойчива в 
Кх области 0<К<Ъ,7. При К&= 

= 0 систем-а находится на гра-
нице апериодической устойчи-
вости, а при /(к 1 = 5,7 — н;а. гр а-
нице 'колебательной устойчиво-
сти-. Поэтому критической час-
тотой является только <окь 

• г 3. Особые случаи опреде-
U5Wa> л е н и я областей устойчивости. 

При определенных значениях 
коэффициентов a t и Ь} харак-
теристического уравнения (1) 
возникают особые случаи оп-

ределения областей устойчивости. Они соответствуют .некоторым ха-
рактерным расположениям начальных и предельных точек траекторий 
корней. 

А) Пусть характеристическое уравнение (1) имеет вид: 
{ a Q p n + a l p n - i + ... +ап)+Крт=Ъ, (16) 

где m>0 (m — кратная предельная точка в начале координат плоскос-
ти р) . 

Рис. 3 
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Подставляя в (6а) и (7а) b0— 1, bi=b2= ... =bm=0, в случае щ 
четного получим формулы: 

— Л Г — (02)^/2 ' ~ ~ ® ERT-3 -T" <0*0/1-5 — . . . = И, 

а в случае т нечетного — 

Фг = ап — со2ая_2 -f ю4ап_4 

Индекс г или / в уравнениях возможных критических частот Ф г = 0 или 
Ф ^ = 0 указывает, каким кривым, Кг или они соответствуют. 

Б) Пусть характеристическое уравнение (1) имеет вид 
(а0рп + а1рп~1+ + an)+K[a0pn—aipn-i+ ... + (— 1)«ап]==0. (17) 

Как нетрудно видеть, предельные точки (17) являются зеркальным 
отображением начальных точек относительно мнимой оси /со. 

Подставляя в (6а) и (7а) 6 0 = а 0 , &i=—а и . . . ,b n ={—1 ) п а п , полу-
чим формулы кривых Кг и Kf. 

фг=ап—<o2an_2+G)4an-4—... = 0 , К г = { — 1 ) п + 1 ' (18) 
и 

Ф]=а п -1—(й 2ап_з+.со 4ап -5—=0, Kj—(—1)п, (19) 
которые на плоскости (ко2, К) будут иметь вид вертикальных и горизон-
тальных прямых. Индексы г и /' в (18) и (19) показывают, каким кри-
вым они соответствуют. 

В обоих случаях определение областей устойчивости производится 
аналогично тому, как это делалось для систем класса [я; 0]. 

В заключение отметим, что рассмотренный метод определения об-
ластей устойчивости по формулам свободного параметра легко обоб-
щить на случай, когда требуется найти области значений свободного 
параметра, при которых система имеет заданный запас устойчивости 5. 
Для этого по формулам (3) д (4) при 8=—S строятся кривые Кг и Kj 
на плоскости (со2, К). 

Формулы кривых Кг и Kj удобны для вычисления их на ЦВМ. Они 
являются, например, более простыми, чем соответствующие формулы 
jD-разбиения по одному параметру [8]. 
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