
смещение сферы определяется формулой (22) 

(22) 

№ 

, 2рАаа 

Если Re>2000 , следует пользоваться (16), когда 2 0 0 0 > R e > l — ф о р -
мулой (21), если R e < l —формулой (22). 

Изложенные выше результаты позволяют сделать вывод, что в 
случае периодических изменений температуры может иметь место про-
цесс разделения оболочки на минералогические фракции при темпера-
турах более низких, чем температура плавления горных пород. Пульси-
рующие кристаллы выжимают горные массы вверх, в сторону низких 
давлений. Смещение происходит как путем медленного течения, так и 
толчками. Толчки возникают, когда напряжения превысят предел упру-
гости горной породы. Каждый толчок фиксируется на поверхности 
планеты в виде сильного или слабого землетрясения в зависимости от 
того, какая масса, на какой глубине и с какой скоростью участвует в 
движении. С изложенных позиций землетрясения земного шара можно 
рассматривать как механическое выражение процесса разделения зем-
ной оболочки на минералогические фракции под действием сил Бьерк-
неса. 
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АДМИТАНСНЫЕ ФУНКЦИИ И ТРЕХВРЕМЕННЫЕ МОМЕНТЫ 
В НЕЛИНЕЙНОЙ НЕРАВНОВЕСНОЙ ТЕРМОДИНАМИКЕ 

P. JI. Стратонович, А. В. Толстопятенко 
(кафедра общей физики и волновых процессов) 

1. Введение. Как известно [1—2], квадратичная флуктуационно-
диссипационная теорема (ФДТ) позволяет находить третий трехвре-
менной момент тепловых флуктуаций любых термодинамических пара-
метров в произвольных системах, если известны соответствующие квад-
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ратичные адмитансные функции. В настоящей работе за исходное взяты 
релаксационные уравнения с внешними силами, имеющие вид 

Aa=fa(a, h) . (1) 

Здесь Л а = < ; 5 а > — неравновесные средние значения флуктуирую-
щих внутренних термодинамических параметров Ва, ha — сопряженные 
с ними внешние силы. Функции /«(A, h) предполагаются известными. 
Уравнения (1) взяты в форме уравнений первого порядка, поскольку 
уравнения произвольного порядка могут быть приведены к уравнениям 
первого порядка увеличением числа компонент, Индекс а для простоты 
выкладок предполагается дискретным, хотя результаты тривиальным 
образом могут быть распространены на случай континуального числа 
переменных. При этом суммы следует заменить на интегралы. 

Адмитансные функции находятся путем решения уравнений (1). 
Полученные функции подставляются в неквантовый вариант формулы, 
выражающей квадратичную ФДТ, которая предварительно приведена 
к более удобному виду. В результате вычисляется трехвременной мо-
мент равновесных тепловых флуктуаций. 

Результаты можно, в частности, применить к тому случаю, когда 
внутренние параметры Д* (t) образуют в совокупности марковский про-
цесс. В этом случае входящая в (1) функция f(A, h) связана с первым 
коэффициентом обобщенного уравнения Фоккера — Планка (коэффи-
циентом сносов). В марковском случае, как известно, для вычисления 
третьего момента можно применять методы марковской нелинейной не-
равновесной термодинамики [3, 4]. Поэтому результаты настоящей 
работы позволяют установить связь между результатами таких различ-
ных и самостоятельных теорий, как немарковская и марковская нели-
нейная неравновесная термодинамика. В частности, получает оконча-
тельное решение вопрос, можно ли уравнение (1) с внешними силами 
в квадратично-линейном приближении восстановить по коэффициенту 
сноса без сил, или, что то же самое, по уравнению A = f ( A , 0) без сил. 

2. Вычисление адмитансных функций по релаксационному урав-
нению. Как известно, отклик среднего значения внутреннего термодина-
мического параметра на возмущение, обусловленное действием сопря-
женных внешних сил ha(t), можно представить в виде разложения 

(Bai &))B03M = £ J.. j (fx, -.-Jn) hat (*a) ... han (tn) dt,...dtn= 

Здесь и в дальнейшем пару («г, U) будем обозначать одним индексом/, 
причем в случае повторяющихся индексов I подразумевается суммирова-
ние по «г и интегрирование по tu 1= 1, 2 , . . . . 

Формула (2) является определением адмитансных функций Gi..:n, 
удовлетворяющих условию причинности 

оо 

оо 

(2) 

б а 1 . . .а (к . • • Q = о при tx < шах (/2, . . . , t„) (3) 

и симметрии относительно перестановок пар; 

G\...k...i...n = G\...i...k...n при k > 1, / > 1. (16) 
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Предполагаем, что внутренние параметры удовлетворяют релакса-
ционным уравнениям (1), Разлагая функцию / а (A, h) в ряд Тейлора 
по А и h, из (1) получаем 

Дх = /сфЛэ + + ~ fa^yA^Ay f ga?,yh$Ay + ea^yh^hy (5) 
2d 

где через fa3, ga$, fa$y обозначены соответствующие производные 
в нулевой точке. Без ограничения общности положено, что fa (0, 0 ) = 0 ; 
это связано лишь с выбором начала координат в пространстве значе-
ний А и h. Точки обозначают более высокие члены разложения. Под-
ставим в (5) разложение (2) в качестве Аа и приравняем порознь чле-
ны различных порядков по h. Получаем такие уравнения: 

-J— G a p [tx, t2) = fuyGyt (tlt t2) -1- gap6 (t1 — 1 2 ) при tx > t2, ati 

Ga$y (tv t2, t3) = /afiGspv (tl> 2̂» t3) -f /afipGep (tlt t2) Gpv (tlt t3) + 

+ gaeyGep (tv U) 6 —13) + ga6$G6v {t1 ,t3) 8 (tx —12) + 
+ eapv6 (t1 — 4) б (t1 —13) при tx > шах (t2, t3). (6) 

Полученные уравнения можно решать, используя то обстоятельство, что 
G\...n зависит лишь от разностей времен tiz==ti—tz,tin=tl—tn, а также 
принимая во внимание (3) в, качестве начальных условий. Первое урав-
нение (6) имеет такое решение: 

G12 = F13£32, (7) 
где 

£32 = ga3aS (/32), К13 = (e-Dtls)aia,4 (t13), 
D = - \ \ M , 2 1 , ( 0 = 1 f s i g n ( 0 . (8) 

Аналогичным образом будем интегрировать при фиксированных U, t3 
второе уравнение (6), куда следует подставить (7). 

Умножив (матрично) это уравнение на eDti будем интегрировать 
его по ti от тах(^2, ^з) до некоторого значения. Учитывая также (3), по-' 
лучим 

G l 2 3 = ^ 1 4 5 ^ 4 2 ^ 5 3 + Vlkg453 Vbbg 6 2 + ^ 1 4 ^ 4 5 2 ^ 5 6 ^ 6 3 + ( 9 ) 

Здесь ~ 
Y ^ V ^ V b z V e s , . ( 1 0 ) 

g453 = ga<a6as6 (*45) б (*53), 

4̂23 = 6a4a2a36 (/42) б (^23), 

/456 = / « ^ ( ^ 5 ) б ( 4 6 ) . (11), 
Вследствие дельта-образного характера функций gi2 и (11), в найден-
ном выражении (9) имеется по существу лишь, один нетривиальный 
интеграл — это интеграл по U в (10) в пределах от шах(?2, £з) до t\. 
Данный интеграл можно вычислить и получить 

^128= 1̂45̂ 42̂ 53— ПРИ t2>tZi (12) 
где F123 = Faia2a36(*12)6(f23), а Faia2а, есть решение уравнений 

^a1a4^a4a2a3—F alaiazDa.ia1 Fala1afiaial — fata2a3- (13) 
2 ВМУ, № 3, физика, астрономия >, 17 



3. Применения ФДТ для отыскания третьего момента. 
1. В неквантовом случае квадратичная ФДТ [1,2] дает 

$%p2M12Z = (G123 f Gf23 — G213 — G213) -hP~ l (G32i + G|> 1 — G213 — Gm), 
(14) 

где Gf23 = 8ai8aa8a3Gaia2«3 (— —^2. — 4 ) — временно-сопряженная функция, 
a pi — d во временном представлении. При > ^ ^ 4 формулу (14) 

dti 
можно привести к виду 

и и 
раМ12з = j j dt3Gaia*aAti, 4 *з) — 

—о» —оо 
оо 

— eaiea2eas J df 2 J df 1 Ga3a2ai (—13, —t'2, —t[). (15) 
ta tt 

2. В линейной теории аналогом формулы (15) является следующая, 
простая формула: 

ч 
$м12 = j dt'2Gaia2 (tx, h) при t1 > /2. 

—00 

Подставляя сюда (7) при учете (8), после интегрирования будем иметь-

(tiz) При > tt (16> 

(матрица D предполагается положительно определенной). Отсюда, в 
частности, находим единовременный, т. е. равновесный, второй момент 

[M12]tit=o==$~lRaia2 = Р^Ц^кЯад,- (17) 
Используя условие временной симметрии второго момента [5], 
М12 = М%\, из (16) с учетом (17) можно получить следующие полез-
ные соотношения: 

Rata2 ~ SaiSot,2/?a2a15 ^afiafia^ — Raiafia^afRa^ai, 
8ai8a2^aia2 (̂ 12) — (̂ 12) (18) 

3. Подставим (9) и (12) в (15) и проведем интегрирование. Как 
показывают выкладки, первый интеграл в (15) принимает такой вид: 

и и 
<j dt'2 j dU£WM (tv 4 h) = У145/?«Я« -f У14ф456 (R~1VR)m /й H 

—ao —00 

+ V^DTs (%73 + £573 + gs37 + /б7з) U2, (19) 
где 

Ф ш = ^ 1 2 3 - f / 1 2 3 » ^ 1 2 3 = g l 2 4 ^ 4 3 > / l 2 3 = / 1 2 4 ^ 4 3 » / l 2 3 = / l 4 5 ^ 4 3 ^ 5 2 > 

/ £ = 6 a i a 2 Г] ( / I 2 ) , - а«1Сб2-п /12 = К а г = j a i = a 2 ' ( 2 0 ) 
I 0, Ф a2. 

Если в этой формуле положить t1 = t2 = tz, то получим 
j г , tr 

<->aia2a, — D a . ^ (£a4a2a, a2a, ga sa3a z Ь fa sa2a3), ( 2 1 ) 
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где согласно (15) |3 2<Saia2a3 — равновесный третий момент. 

Вычисление второго члена в (15) дает 
h °° 

SaA^ea, J dt2 J dtfia^a^ (—13, —t2> —t\) = Бос, 8п»,„8а„ 

h <1 

rB D D ГТ/ ~ (D-U 7D\ T+1B 

= - ( /Г 1 . (22) 
Объединяя (19), (22) с учетом (18) и (20), (21), П О Л У Ч И М В си-

лу (15) 

^123 = ^145^42^53 + ^345^42^51 + 1̂4̂ 453̂ 52 

+ ^14 (Ф456 — 845бФб4б) ( б ^ б З Ш (23) 

(е123 = B a i 8 a i 8a s ) . 

Используя условие временной симметрии третьего момента M12s = м£2\ 
(см. [5]), из (23) можно получить равенство 

Уы (Ф456 — 8 4 5 б Ф б 4 б ) (8^Т8)53 / 6 2 = — V14S453/52 г 81235451УГ3/52, (24) 
из которого следует соотношение 

Ф12З 812эф213 — •^14^423 ( 8 ^ 8 ) з 4 ^421- (25) 

Как нетрудно убедиться, оно обращает (24) в тождество и, следова-
тельно, необходимо и достаточно для его выполнения. 

Подставляя (25) в (23) и выполняя интегрирование по t!k в третьем 
члене, мы получим окончательное выражение для третьего момента 

M12S = П 4 5 а д 5 3 + Y^RiZR,x -f F14S452 (еКГ8)53 при tx > t2 > t3. (26 

Входящая сюда функция определяется формулами (12) — (13). 
4. Применение соотношений марковской неравновесной термоди-

намики. Если процесс Ba(t) является марковским, то плотность рас-
пределения w(В) при наличии внешних сил подчиняется уравнению 

со 

" ( В ) = S дБ дП дБ [ К а - а « h ) ( В ) ] - - ( 2 7 ) 

«=1 ' 061 " ' ап 

Релаксационные уравнения (1) в этом случае имеют вид (см. [3, 4 ] ) : 

Аа = ха (а (A), h), где x a (a, h) == j Ка (В, h) ша (В) db, 

а а (А) —зависимость, обратная к зависимости 

Ах(а) = J ^ a ( B ) d B = - - ^ - . (28) 

В последних формулах 
(В) = ехр [0Ф (а) — $F0 (В) + раВ], ф" 1 = kT). 

Это распределение имеет смысл неравновесного распределения, кото-
рое было бы равновесным, если бы внешние силы равнялись не „ 
а аа-

Используя приведенные выше формулы, можно связать коэффи-
циенты разложения (5) с производными функции %а (a, h) в нулевой 
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точке. С нужной нам точностью (в первом приближении по параметру 
нелинейности) имеем такие соотношения: 

дус j dyt 
— Dap, = = — Ryfi, ga$ = 

dav dhp 
• ! 

/aPv = — r Ray r Rpa Sanv Rvy , дардаа да0 

d 2 x д2х 
gaiiv = J* e«Pv = г~ ПРИ a = h = 0. (29) 

dhpdop d n ? d h y 

Напомним, что {5-1/?ap, (T~2«Sapv~ равновесные моменты. Из (17) и 
первых двух равенств (29) получаем 

дха дкг. 
— - = -• , (30) 

<3/ip dap 

а соотношения (21) и (25) с учетом (20), (29) могут быть записаны 
в виде 

д2хп д2х„ д2хп д2хг. 
f — 1 — — -Г — - 0, (31) яг. a t ' ди Л1. ' » / да$дау

 daf>,dfl
y dfyday ' dh^dhy 

д2ха I <?2х„ д2хР 
•вару- Р - — 2 в а й , . (32) 

oa^dhy oaaohy ^ да^дау
 да

а
дау / 

Соотношение (30) (или (17)) позволяет восстановить линейные 
члены, релаксационного уравнения с силами по известной линейной 
части уравнения без сил. При восстановлении же квадратичных членов 
релаксационного уравнения с силами, как нетрудно понять, остается 
неопределенной комбинация 
gafrpRpy + sapYgvpp#pa или, что эквивалентно, 

д2ха d'sxR 
8 a p v ' да^дау daadhy 

В случае временно-нечетных параметров 8c$v = —1 в одномерных 
системах неопределенность полностью пропадает. 

Если третий момент определять не из релаксационного уравнения, 
а из условия марковости процесса и уравнений (27) при ha=0, то 
полученное выражение для третьего момента, как показывают вычисле-
ния, совпадает с (26). Следовательно, условий (30—32) достаточно для 
того, чтобы марковская и немарковская теория приводили к одинако-
вым разновременным моментам М12 и 
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