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1. Как известно, регуляризирующие по Тихонову алгоритмы яв-
ляются эффективным средством для решения обратных задач на ЭВМ. 
При математическом моделировании процессов теплопроводности, свя-
занных с индукционной закалкой стальных цилиндрических образцов 
[1], возникают две «обратные» задачи. В стадии нагрева токами высо-
кой частоты магнитное поле на поверхности w(R, t)~—h(t) должно 
быть задано так, чтобы обеспечить желаемое поведение температуры 
поверхности образца <р(£) (рис. 1). Возникает обратная задача типа 
управления относительно неизвестной функции h(t). При выборе мо-
дели процесса охлаждения быстрым потоком омывающей жидкости 
необходимо определить, какой из возможных законов теплообмена 
с окружающей средой [2] существен в различных временных интерва-
лах. Возникает обратная задача типа интерпретации об определении 
функции Т (и): 

если известна из эксперимента температура ф(£) на поверхности об-
разца. 

Для решения обратных задач теплопроводности имеются регуля-
ризирующие алгоритмы общего типа [3—4]. Однако при массовых рас-
четах более экономичными могут , оказаться специальные регуляризи-
рующие алгоритмы [1]. 

В настоящей работе дается общая для обеих названных задач 
формулировка специального алгоритма RT, приводятся результаты его= 
математического и «экспериментального» обоснования; приводятся 
также некоторые выходные характеристики индукционной закалки,, 
полученные в результате моделирования процесса на основе предло-
женного алгоритма. 

2. В рамках модели, принятой в [1], температурное поле в процес-
се индукционной закалки длинных стальных образцов на любом сег-
менте [t0, Г].описывается нелинейным уравнением: 

дг r=R (1> 

J_ д 
г дг-

(rk(u) + ?(«, r,t) = c(u) ди 

(2> 

и (г, t0) = и0 (г), = о 
дг г=о 
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лри краевом условии (1). Плотность тепловых источников q{u,r,t) = 
dw I ̂  = q(u, r,t)~ при нагреве определяется уравнениями Максвелла 
дг | 

•с условием w r=R=h(t)\ при охлаждении <7=0, а при нагреве, вслед-
ствие большой скорости процесса, оказывается возможным положить 
Ч ; ( а ) = 0 (1); k(u), с(и), —заданные [5, 6] функции температуры. 

Алгоритмы, решения таких задач на ЭВМ хорошо известны [7], 
и некоторый их комплекс реализован в [8]. Тем самым при любых 
заданных h(t) либо 4я (и) определена температура на поверхности об-
разца. В дальнейшем под %(t) будем понимать любую из искомых 

Ь-10-2,А/мм 
«0 (h) t,C 

Рис. 1. Температура поверх-
ности образца в стадии «на-

грева» 

20 (Н) t, C 

Рис. 2. Магнитное поле на поверхно-
сти образца из стали-40 я коэффициент 
теплообмена • при охлаждении (Н0 — 
искомые, — «восстановленные»); 
/?=24 мм, tB = 27 с, tB=28 с, ин = 

= 870° С, f = 2 500 Гц 

^функций: h(t) или W* (t) = Чг[м(£)], а соответствующую ей темпера-
туру поверхности, получаемую из (1) — (2), обозначим через v{t,y]. 

Рассмотрим последовательность' соя сегментов &s=[ts-i,ts], 5 = 1 , 
2,...,п, UAs = [0, Т], Т — время нагрева (t0=0). Пусть Мп — множество 

s 

кусочно-постоянных функций %п={%8}, определенных на аь. Тогда для 
любого Хп^-Мп оператору v[t, %] сопоставим последовательность опе-
раторов {fs{^Xs]}> определяемых задачей (1) — (2) при t^.A s и условии 
непрерывности температуры в точке t s-x . Тогда алгоритм RT, реали-
зующий выбор приближения, из множества Мп, описывается последо-
вательностью задач: 

m i n a - x ^ ) 2 , x e ^ . s f o e f l o , l № x l - Я > ( * ) IU 2 <8 S
2 }, 

> . s = 1 , 2 , . . . , « , х о = 0 . (3) 

Здесь ||га>$||2= j w2(t)dt, 6S — либо мера допустимого уклонения от 

«Желаемой» ф(£) (для нагрева), либо погрешность измерений ф ( t ) 
(для охлаждения). 

Алгоритм минимизации (3) относительно одной числовой перемен-
ной %s не представляет трудностей [1]. 

3. Основным является вопрос о влиянии на устойчивость алгорит-
ма погрешности оператора vk[t, образующейся за счет неточного, 
по постановке задачи (3), определения предшествующих значений х* 
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( l < s < & ) , т. е. вследствие возмущения начальных условий в точке 
tk-\. Назовем такую погрешность «транзитной», приближенное значе-
ние оператора обозначим vk[t, и рассмотрим вначале постановку 
задачи, «очищенную» от других источников погрешностей, связанных 
с разностной аппроксимацией оператора и самой %. 

Предположим (а), что для некоторой <р(£) существует единствен-
ная ) =v[t, х], где Нс таково, что для любого k (1 <k<.n) 

J ] 15Сь — Xs—i |<C (соответственно, | х * | < С ) . Пусть (б) вместо ф(г?) 
S = 1 ^ 

задана ф ( 0 -

!! Ф (f) ~ ф (О II2 = f й ( 0 - Ф (О)2 d t < б2, 
о 

при заданой б. Примем во внимание, что для коэффициентов уравне-
ния (2), принадлежащих классу Гельдера [5], операторы xl не-
прерывны по 1 и начальным условиям и, кроме того, температурное 
поле, порожденное источниками, действующими при t<ts-ь удовлет-
воряет принципу максимума при t>-ts~ъ В силу этого примем, что (в) 
существует функция F (х) (F (л:) > 0, l im/ 7(x) = 0) такая, что из су-

ществования решения х*_1={хЛ> i== 1,2,..., k — 1 цепочки (3) для 1 < 
— 1 для любой ik следует оценка: 

_ fc-i 

II ч % tk] ~ ч [*, %К] Ц» •< F ( £ I Is ~ is 1) 
S = 1 

для транзитной погрешности оператора. 
Тогда оказывается верным в силу индукции и техники [1] следую-

щее утверждение: при условиях (а) — (в) для любого б > 0 и любого 
конечного п найдется последовательность {6S}, s = l , 2 , ..., п ( 6 S = 6 / п ) , 
такая, что: 1) существует Х=^ГФ и 2) х—Х« удовлетворяет принципу 
регуляризации m a x | x s — I ~ ^ ПРИ б->0. По смыслу утверждения 1 <s<.« 
RT следует назвать условно-регуляризирующим алгоритмом. 

При аналогичных условиях установлено также, что если операто-
ры vs[t, Xs] содержат еще и «внутреннюю» погрешность, связанную, 
например, с их аппроксимацией в рамках разностной схемы, то при 
любом конечном п и стремлении совокупной погрешности к нулю RT 
удовлетворяет принципу регуляризации. 

Как отмечалось выше, задача об определении амплитуды магнит-
ного поля относится к задачам типа управления. Для нее предполо-
жение о существовании решения при точной ф(^) (см. рис. 1), вообще 
говоря, неверно; для оценки эффективности алгоритма Rt достаточно 
предположить существование хотя бы одной функции для ко-
торой х°] — ф!!<6. Тогда при некоторой модификации условий на 
оператор, вытекающих из принципа максимума, можно показать, что 
приближение % = R t ^ принадлежит при любом п окрестности х°> ши-
рина которой имеет асимптотический порядок б. В этом случае, при 
1№> X] — ф11<б, справедлива оценка: 

.. m a x | x s - x s ° ! < c * ( « ) 6 , (4) 

где С* (п) — константа, не зависящая от б. 
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Отсюда при х°—X следует, что алгоритм RT является условно-
регуляризирующим в классе кусочно-гладких функций (при п-*-оо) 
при соответствующем выборе последовательностей и выборе 
6 = 6 ( п ) . 

4. Рассмотрим результаты апробирования RT на ЭВМ при п= 177, 
6s" = Ю -2, ds — 8/п на «модельных» примерах, где искомые характе-
ристики априорно выбирались соответствующими физике процессов. 
В частности, для рассмотрены как конвективный теплообмен: 

*(o>t) 

400 

10 SO t,D 

Рис. 3. Температура центра образ-
ца из стали-40 при охлаждении 
( — экспериментальные значе-
ния, результаты расчета 
для принятой гипотезы о тепловых 
характеристиках, ре-
зультаты расчета при неверной ги-
потезе относительно тепловых ха-
рактеристик); R—24 мм, tB=27 с, 
/ в = 28 с, «н=870° С, / = 2 500 Гц, 

Я 0 =40 000 ккал/м2-ч-град 

50 

30 

10 
20 W t6,C 

Рис. 4. Номограммы эффективной 
твердости закаленного образца 
из стали-40 (цифры на кривых — 
значения Н0, ккал/м2-ч-град), 
R=20 мм, f B = 4 с, «Н=880°С, 

f = 2 400 Гц 

4 я ( и ) —Н0(и — щ) при #о=40 .000 ккал/м2-ч-град, uQ=25°С, так и 
фаза пузырчатого кипения: 4я (и) =НПк(и — Ts) = 33 '33(и— Ts)3 '33 при 
T S =100°C (u=<p( t ) ) . 

Результаты расчета (рис. 2), очевидно, свидетельствуют об эф-
фективности алгоритма. При этом <р(£) воспроизводится с графической 
точностью. 

Интересны результаты использования Rt для изучения модели 
процесса в стадии быстрого охлаждения. При экспериментальном за-
дании ф (t) [9] на рис. 3 дано сопоставление с экспериментальным 
температурного поля, полученного в результате решения обратной за-
дачи относительно Ч?(и), при физически оправданной гипотезе относи-
тельно поведения тепловых характеристик [6]. Оказалось, что при ох-
лаждении образца быстрым потоком омывающей жидкости теплооб-
мен— конвективный. Заметим, что решение той же задачи при значе-
ниях k(u), с (и), у (и), отвечающих стадии нагрева [5], приводит к 
резкому расхождению с экспериментом, что является дополнительным 
подтверждением справедливости гипотезы [6] относительно этих ве-
личин. 
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5. Если, расширяя постановку [1], ввести в рассмотрение ДО— 
толщину слоя с не менее чем г-процентным содержанием мартенсита, 
то можно рассчитывать распределение твердости по радиусу образца 
и соответственно [10] «эффективную» твердость, 9, получаемую в ре-
зультате закалки при различных ее режимах. Названные характери-
стики определяются автоматизированной обработкой результатов рас-
чета температурных полей. На рис. 4 даны зависимости 9 = 9 (tB), где 
tB — время выдержки, при различных «скоростях» поверхностного ох-
лаждения (Но). Обнаруживается существование и возможность ап-
риорной оценки «оптимального» времени выдержки, отвечающего 
шах 9. 

Таким образом, использование регуляризирующих алгоритмов 
позволяет проводить полное математическое моделирование физичес-
ких и. технологических процессов и получать выводы, позволяющие 
повысить эффективность последних. 
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ЦЕНТРЫ ОКРАСКИ В КРИСТАЛЛОФОСФОРАХ НА ОСНОВЕ 
СУЛЬФИДА БАРИЯ 

Е. П. Ефанова, В. В. Михайлин 

(кафедра квантовой теории) 

Сульфид бария принадлежит к группе соединений 1IA-VIB, яв-
ляющихся основой классических кристаллофосфоров. Соединения этой 
группы являются двухвалентными аналогами щелочно-галоидных кри-
сталлов (ЩГК). Кристалл BaS обладает гранецентрированной куби-
ческой решеткой, соответствующей структуре NaCl [1]. Совпадение 
типа кристаллической решетки и подобие электронной структуры — 
причина того, что многие оптические свойства соединений IIA-VIB и 
ЩГК оказываются подобными. Например, в ЩГК обнаружены и ис-
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