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ПЯТИВОЛНОВАЯ МОДЕЛЬ КОГЕРЕНТНОГО РАМАНОВСКОГО 
СМЕШЕНИЯ 

Ю. Е. Дьяков, В. А. Нехаенко, С. Ю. Никитин 

(кафедра общей физики и волновых процессов) 

Введение. В работах [1, 3], посвященных теории когерентного 
рамановского смешения (KJPCJ, исследована четырехволновая модель 
взаимодействия, предполагающая, что сигнал пробного излучения рас-
сеивается на колебаниях среды только в стоксову 

0)ик=С0п—©о (1 ) 

или только в антистоксову 
(Оа = СОн+(йо (2) 

область. В средах с сильной дисперсией, например в кальците {1], такое 
рассмотрение оправдано, поскольку условия синхронизма для (1) и (2) 
являются взаимоисключающими. Однако рядом преимуществ обладает 
использование для КРС сред с относительно слабой дисперсией, в част-
ности сжатого водорода, Это дает возможность получить высокую эф-
фективность преобразования частоты [3], а также широкую область 
перестройки генерируемого излучения в схеме коллинеарного взаимо-
действия [2]. Экспериментальные наблюдения [3] и оценки [4] показы-
вают, что при этом возможны одновременно оба процесса (1), (2), что, 
по нашему мнению, приводит к необходимости рассмотрения пятивол-
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новой модели явления с участием полей на частотах <он, (Ос, сои, соИк, о>а 
(рис. 1). Пятиволновая модель, в частности, необходима для интерпре-
тации результатов эксперимента [2] по генерации перестраиваемого 
ИК-излучения, в котором из-за перекачки энергии пробной волны в 

Рис. 1. Частоты взаимодействующих полей: накач 
ки (сон), стоксовой компоненты ((Ос), пробной вол 
НЫ ((0ц), ИК ((Оик) и антистоксовой (юа) компо 

нент, (о0 — частота молекулярных колебаний 

антистоксову компоненту, по-видимому, существенно снижается эффек-
тивность генерации ИК-излучения. По нашим оценкам, в условиях 
экспериментов [2, 5, 6] антистоксов сигнал должен быть значительно 
мощнее стоксова. В связи с этим можно предложить наблюдение сигна-
ла на антистоксовой частоте для идентификации процесса КРС. 

Основные уравнения. Полная система уравнений, описывающая 
коллинеарное взаимодействие волн сон, сос, сод, соИк, wa, имеет вид: 

F = - 4 - £ Н ( И С | М н + А Л Л ш в ^ - А Л ^ е ^ ) , 
(3) 

= ~ Y g п ( | Л и к ~ ' Л а I2 Лп + Лк АЛ ^ / д ' 2 + ЛЛ Асе^), 

=-" -yg™(I AnI2AmAnAlе-** + AnAlAce^), 

= а ( - И п 1 2 л + + л п л н 

(4) 
Aj (z = 0) == А/о ( j = н, с, п, ик, a), 

где Aj — комплексные амплитуды; gj==gcajl<£>c, gc—параметр усиле-
ния при В К Р накачки <вн-кос, A i = (&н—kc) — (kn—&ик), Д г = 
— {KN—K C ) — ( & А — K N ) , ДЗ=А 2 —Ai—волновые расстройки. Система урав-
нений (3—4) удовлетворяет двум парциальным законам сохранения 
энергии: 

Ш . + J M . == const, / п ( 2 ) + / и к ( г ) Ч- -Щ-. = const, (б) 
(0Н (0С ©П ®ик ®а 

где Ij=\Aj\2 — интенсивности на частотах Wj. Допустим, что интенсив-
ность накачки значительно превышает интенсивность пробного излуче-
ния 

/но» /ш>. ( 6 ) 

• В этом случае молекулярные колебания среды формируются в ос-
новном за счет пары сильных волн 

Q(z)^An(z)A\(z), 

а влиянием на Q(z) полей с частотами con, соИк, toa можно пренебречь. 
Математически это значит, что в уравнениях (3) —(4) можно опустить 

5 3 

, MlSi 1-.. г 
О СОикШп % 

Ш У 

(Ос Ык 



члены, которые не содержат произведения амплитуд сильных волн (па-
раметрические в (3) и комбинационные в (4)) . При этом система (3) 
становится замкнутой; ее решение известно [7]. В частности, для норми-
рованной амплитуды колебаний получаем: 

Q(Z) ='2QO-
Уа ехр Г z (1 4- а) 
Г-j- а ехр 2Г| z (1 + а) eiq>t (7) 

где Q0 — (1/2) (1 -{- a)/HO У&с!а>я— максимальная амплитуда, Г = 
= (1/2) jgfc/но, а=/со©н//но<0с, ф=фн—фс — разность фаз волн ©н, <ос. 
Уравнения (4) становятся линейными и зависят от Q(z) как от пара-
метра: 

<ЗЛГ 

dz • gn Иик<2 (z) е~ ^ + Aa Q* (z) , 

dz 2 dz 

(8) 

•g&AnQ{z)er-^\ 

В дальнейшем условие (6) считается всегда выполненным. 
Расчет КПД генерации. Поскольку общее решение уравнений (8) 

получить не удается *, был проведен численный анализ. Уравнения для 

А 1,2, см 
100 

50 

8 Л„ 

Рис. 2. Волновые расстройки 
Ai= (йн — kc) — (kn — £Ик), Дг= 
= (kB-kc) — (kz-kn) (На, Р = 
=20 атм) — а. КПД генерации 
ИК-из лучения: 1 — пятиволновая 
модель с учетом дисперсии (14), 
2 — пятиволновая модель без 
учета дисперсии (16), 3— четы-
рехволновая модель [3]. Круж-
ками показано численное реше-

, в Я?Лик„м/<м ние уравнений (8) — б. КПД ге-
0,550,750,86094 0991,0110$ 10F Яа шм н еР а ц и и антистоксова излуче-

' Л . ния — я 

действительных амплитуд и фаз, вытекающие из (8), с граничными ус-
ловиями Л и к ( 2 = 0 ) = Л а ( г = 0 ) = 0, Л п ( г = 0 ) = A n 0 решались численно 
для условий эксперимента [2] по генерации перестраиваемого ИК-из-
лучения в водороде: длина волны накачки 1,06 мкм, частота молеку-
лярных колебаний v 0 = 4 1 5 5 см -1 , инкремент усиления при ВКР Г = 
= 0,8 см -1 , давление газа 20 атм. 

* Приближенное решение получено для сред с не слишком сильной диспер-
сией— см. (1Г) и (15). 
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Мы представили п(со) в виде п(со) =rt0+«i&)2(«o, tii — постоянные), 
что дает точность ~ 9 5 % при Я и к >1 мкм. При этом Ai=-&v<jvHVc(l— 
—VHKVH/VHVC) , A2.='6V(/VHVC (1—va'Vn/vHVc), где Vi=ml2nc — частоты в об-
ратных сантиметрах, Ь = Р-20,5- 10~14см2, Р — давление в атмосферах. 
Значение константы Ъ определено по данным работы [2]. Зависимость 
волновых расстроек от ЛИк показана на рисунке 2, а. 

Как видно из (7) и (8), взаимодействие волн возможно лишь в об-
ласти возбуждения молекулярных колебаний среды. В связи с этим 
длина области интегрирования zm выбиралась из условия V a eT{l+a)Zm = 
= 104. За пределами этой области колебания практически отсутствуют 
и взаимодействие волн прекращается. q/q0 
Для экономии машинного времени па-
раметр а полагали равным Ю -3 . 

0,5 

Рис. 3. Точное Q и приближенное Qn про-
странственные распределения молекулярных 

колебаний среды 

/T\Q(z) 
/ 1 \ 

/ i \ 
/ 1 \ 

/ 1 \ 
' 1 N 

1 
1 

М*> 

z0 £q//3Q 

В результате решения получен квантовый КПД преобразования 
частоты В стоксову Г)ик = /ик (zm) OW/ITOMHK И аНТИСТОКСОВу Т)А = 
=/а(2то)й)п//поС0а область в зависимости от длины волны ПК-излучения 
в диапазоне 1 мкм<Л,Ик<Ю мкм. Программа обеспечивает абсолютную 
точность вычисления этих величин порядка Ю -5. Точность счета контро-
лировалась по соотношению (5), вытекающему из (8). Результаты пред-
ставлены (кружками) на рпс. 2 (б, в). Для сравнения на рис. 2, б пунк-
тиром показан КПД, вычисленный по формуле 

Лик = s in 2 /
Щк ап | 
К ©с / „ 

четырехволновой модели [3], т. е. без учета антистоксовой компо-
ненты. Резкое отличие этой кривой от результатов пятиволновой модели 
обусловлено сильной перекачкой энергии в антистоксову волну. 

Для приближенного аналитического решения задачи (8) можно за-
менить кол околообразное пространственное распределение (7) прямо-
угольным распределением (рис. 3): 

п / г \ = \ °> — V2p0> z > z0 + Lo/2p0> , 9 ) 

I PoQo, z 0 - L 0 / 2 p 0 < 2 < 2 0 + L 0 / 2 p 0 , 
где ZQ определяется формулой ]/aexp Г2 0 (1+а ) = 1; L0, |3o — параметры, 

определяемые из условий равенства площадей и минимума среднеквад-
ратичного отклонения точного и приближенного распределений 

(z) |dz ~ я/Г, - J - j (|Q | - Q n ) 2 d z = 0. (10) 

Последнее условие приводит к трансцендентному уравнению отно-
сительно |Зо, решение которого (при a<Cl) дает р 0 =0,79. В области 
z0—Lo/2Po<2<2o+Lo/2po система (8) преобразуется к виду: 

дс = — (^Л + h2B), — + t f i j А = С, — »62 В = С, 
д1 dt dl 

(П) 
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С(£ = 0 ) = 1 , Л(£ = 0) = 0, B(£ = 0) = 0, 
где 

С = Лп/Лп0; А = (Лик шп/Лп0 соИк) exp [i (ф — 8Д£)]; 

В — (Аа ю п М п 0 соа) ехр [— i (ф — ба£)]; g = (V ГР„/2 / 2 ) (2 - z0 + ^о/2р0) ; 

«1.2 = ( 2 VT/уГРо) А 1 ) 2 ; Y - (2Й)П/<ОН СО,)1/2; 

К - ЮИК/(0П; = ®a/«V 
Решая (11), находим: 

i 3 3 iybt 3 

cfec • в = у cke с = у ( 1 Г ) 

^ i(Vk + bt) • ^ i(Vk-b,) U k V 7 

fe=i . fe=i 

где = DA/Z), D = D1 4 D2 + D3> 

D x = [ (¥ , + fy (Y3 ~ б , ) ] " 1 ~ [(Y3 + (Y2 - в.)]""1 . 

A , = [(Y, + fit) (Yi - б , ) ] - 1 - [(Yx + 5 , ) (Y3 - б ^ ] - 1 ; 

^ з = [(Yx + S j (Y2 — — [(Y a -Ь 6X) ( Y l — 

Yi,2,3—корни кубического уравнения 

Y3 + Y2 (Sx - 62) - Y { К + К + & A ) - & К - « Л ) = 0. (12) 

т. е. [8]: 
Yi = — 2г cos ( f /3) - (6X - 62)/3, 
Y2 = 2r cos (я/3 — -ф/3) — (бх •— 62)/3, (13) 
Y3 = 2r cos (art/3 + -ф/3) — (8X — 62)/3, 

где ф = arccos [(63/27a3 — &c/6a2 + d/2a)/r3], 

r = l / (62 — 3ac)/9a2, a = 1, b = d1 — d2, 

с = — (/ix + h2 + бхб2), d = (8^ — 8j /i2). 

Величина £ меняется в пределах 

0 < С < = (YF/2 / 2 ) L0 >= (®n/G>H ®с)1/2 я/2. 

Нормированные выходные интенсивности волн (или эффективности преобра-
зования по квантам) rj/ = // (£m) (оп//п0 со3 ('/ = п, ик, а) определяются фор-
мулами: 

з 
2 

Лп — Ck ~Ь 2 (схс2С12 + схс3С13 + с2с3С23), 

3 
Чик = £ 4 Ь 2 (<^яС1а + d & C u f d2rf3C23), (14) 

k=\ 

з 
^а = Yt ek + 2 (eie2 А з f C13 f e2e3 C23), 

где СЛ/ = cos (Y* — Yz) 5m. K ^ T Cft/(Y* + 6i)> 

ek = K / V C*/(Y* — 6 2 ) . 
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В произвольном сечении £ переменные составляющие интенсивностей 
компенсируют друг друга (cic2+did2+eie2==c1c3+<i1d3 + eie3=c 2c3+ 
+ ^ з + е 2 е з = 0 ) , так, что суммарный поток мощности сохраняется: 
т)п+т]ик+'Па== 1. Перестроечные кривые, построенные по формулам (14), 
представлены сплошными линиями на рис. 2, б, в. Видно хорошее соот-
ветствие этих кривых и точек, полученных численным'решением-систе-
мы (8) * . • • 

Обсуждение результатов. Анализ результатов показывает, что 
перекачка энергии в антистоксову компоненту может существенно сни-

ИК)МКМ O f 2 3 4 S 6 7 8 9 Ш^мкм 

Рис. 4. КПД генерации ИК-излучения. Сплошные кривые построены с учетом 
дисперсии (14), штрихпунктирная кривая — без учета дисперсии (16). а\ 1 — 
Г = 1,6 см - 1 , 2 — Г=0,8 см - 1 , 3 — Г=0 ,4 см - 1 . Численное решение уравнений 
(8): Г=1 ,6 ( # ) ; 0,8 (О) и 0,4 ( Д ) см-1 , б — Г = 0 , 2 см"1; О —численное ре-

шение (8) 

жать К П Д генерации ИК-излучения (рис. 2, б), поэтому для количест-
венных оценок необходимо использовать пятиволновую модель КРС. 
Полученные формулы позволяют вычислять эффективность преобразо-
вания частоты с учетом дисперсии среды. При этом можно выделить два 
характерных случая. 

1. Среда без дисперсии. Если Ai)2<cr, то осуществляется когерент-
ное взаимодействие волн, и КПД генерации приближается к предельно-
му уровню г)°, соответствующему процессу в среде без дисперсии. Эта 
величина легко оценивается. При A i = A 2 = 0 общее решение (8) имеет 
вид: 

[ Лп ='Лп0 (Сх cos у р + С2 sin y р), 

j А ш AlO 

•̂ а ~ AlO 

/ 2 
— ( С 2 c o s у р — CXS1H У р) 

С0 

/ 2 
— (С2 cos ур — Сг sin ур) ei<pt 

(15) 

где 
Z 

Р = Р (z) = Y gc У й ф Г с | Q (z) I dz =?arctg [l/^Гехр Г (1 + a) z] — 
о 

— arctg У а ^ я/2, h—h2lhi, 
постоянные С0, Си С2 определяются граничными условиями. При 
Л и к ( г = 0 ) = Л а ( 2 = 0 ) = 0 , Л П ( 2 = 0 ) = Л П О получаем Ci==l, С0=С2=0, 
откуда 

•П°ик= (oWScoiOsin^p, Т1а°= ((Oa^co^sin^p. (16) 
* Расчеты, проведенные для 0 , 5 < р 0 < 1 и 0,08 с м _ 1 < Г ^ 8 см - 1 показывают, что 

вытекающее, из (10) значение р0=0,79 дает наилучшее приближение. 
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Зависимость г)0ик(яик) при р=я/2 показана штрихпунктиром на рис. 2, б, 
4, а. Видно, что в условиях [2] бездисперсионное приближение можно 
-использовать уже при А ^ Т ^ 0 , 5 . По-видимому, дисперсией можно 
пренебречь и в условиях [5, 6], где, по нашим оценкам, А±—Д2— 
-0,06 с м - ^ Г . 

2. Среда с дисперсией. Если Aii2—Г, то, как видно из рис. 2, б, 4, а, 
влияние дисперсии весьма существенно, и КПД заметно ниже уровня 
г]0. В ?том случае КПД с хорошей точностью оценивается по форму-
лам (14). При Ai ,2» r (рис. 4,6) взаимодействие некогерентно и эффек-
тивность преобразования частоты чрезвычайно мала. В этом случае 
аппроксимация (9) не дает хорошей точности, и формулы (14) лишь 
Качественно передают ход перестроечной кривой. 

. Многомодовая накачка. Полученные здесь результаты можно Обоб-
щить на случай многомодовой накачки [4], удовлетворяющей условию 

где Q — межмодовая частота, Т2—поперечное время релакса-
ции. Используя результаты [9], можно показать, что молекулярные 
колебания в этом случае близки к монохроматическим, а выражение для 
Q(z) имеет структуру, подобную (7). 
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ИССЛЕДОВАНИЕ КОЛЕБАНИЙ КРУЧЕНИЯ ЦИЛИНДРОВ 
ИЗ САПФИРА 

В. П. Митрофанов, О. И. Пономарева 

(кафедра физики колебаний) 

Эксперименты по обнаружению гравитационных волн потребовали 
разработки высокодобротных механических резонаторов продольных 
колебаний из монокристаллов сапфира. Эти резонаторы имеют рекорд-
ные значения добротности Q = 2-108 при 7 = 3 0 0 К и Q = 5-109 при 
Т = 4 , 2 К [1]. Однако для проведения экспериментов по обнаружению 
пост-ньютоновских гравитационных эффектов необходимо иметь резона-
торы крутильных колебаний с предельно высокой добротностью [2]. 
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