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ВОССТАНОВЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ПО ЕЕ МОМЕНТАМ В ТЕОРИИ 
ПЕРЕНОСА 

Б. Я. Юрков 

(НИИЯФ) 

Решение и н тег р о - д ифф ер е н ци а л ьн ого уравнения переноса Льюиса 
[1] методом моментов по! Спенсеру [2] предполагает возможность 
•восстановления искомой зависимости J (х) по вычисленным ее момен-
там Зп с помощью функций ф (х), аппроксимирующей искомое распре-
деление. При это;м аппроксимирующая функция ф(х) должна отражать 
реальный физический процесс и быть достаточно простой, чтобы не 
затруднять вычислений ее моментов фя. 

Однако в методе Спенсера [2] выбор параметров, определяющих 
аппроксимирующую функцию, и аппроксимирующих кривых искомого 
распределения производится с определенной долей произвола. Из про-
блемы моментов [3] известно, что последние не всегда определяют 
искомую функцию однозначно, и поэтому произвольный подбор па-
раметров осложняет вопрос об однозначности представления такого 
распределения. 

Наряду со епенсеровским подходом предлагались ,и другие спосо-
бы восстановления функции по моментам, либо незначительно отли-
чающиеся от спеноеровского [4], либо с более радикальными измене-
ниями [5, 6, 7], но имеющие существенные недостатки. Так, в методе 
Эдейви [5] не учитывались .высшие моменты Jn, определяющие асимп-
тотическое (при х ш \ ) поведение искомого распределения. Тем же 
недостатком страдали методы, предложенные в работах [6, 7]. 

В данной работе предлагаются такие изменения спенееровского 
метода, которые устраняют вышеуказанные недостатки. 

В построении аппроксимирующей функции ф (х) для искомого 
распределения ионизационкых потерь энергии быстрыми электронами 
J (х) по глубине облучения х Спенсер исходил из известного распреде-
ления в асимптотическом случае (дс«1) 

х) = (i —JC) -3/2 ехр (1 —x) ], 

которое он экстраполировал на всю область изменения х: 

4>(v, h х) = ( — х ) v е х р [ — ^ x j ( 1 —х)] (0<х<\). (1) 
Заметим теперь, что в асимптотическом случае моменты аппрок-

симирующей функции 

<Pn(v, © = ^ ( l - x y e x v l - l x K l - x f l d x ( 2 ) 
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можно получить в аналитическом представлении при любых значени-
ях v и Это утверждение легко проверить, если проследить весь про-
деланный Спенсером [2] ход вычисления срп

а (у, £). В результате мы 
получаем асимптотические моменты аппроксимирующей функции 

< ( v , Ю = 2exp(g/2) | ( v + 1 ) / 2 (п+ 1 + r)-(v+i)/2iC(v+1) (2 V l i f l + l+r) ), 

где г—v/2-f-tg/12. Используя разложение функции Макдональда в ряд 
(при больших аргументах*), имеем 

< (V, ю = V* exp а/2) f v + 1 ) / 4 ( я м 4- г ) - ^ + з ) / 4 е х р ( _ 2 / £ ( я + 1 + г ) ) . 

(3) 

Взяв отношение двух (моментов <рп
а (при достаточно больших индексах 

П, / , г « ф я а ) , находим 

Y t - , ,V2 № 
2 ( / n + 3 + r — / t t + 1 + г ) 

(при v = — 3 / 2 это выражение совпадает со спенсер овским). В отличие 
от опенсеровского подхода, когда параметр £ определялся только1 при 
асимптотическом значении v=—3/2 , и далее считалось, что g от v не 
зависит, мы будем вычислять (с помощью соотношения (4) методом 
итерации) асимптотический параметр £ при любом значении v, учиты-
вая тем самым, зависимость | от v. Ранее нами было показано [6], 
что и рекуррентные соотношения между моментами аппроксимирую-
щей функции также имеют место при любых значениях v и g: 

Ф„_1 = - Ц ( 2 + 2я + v + £)<ря — ( 2 + v + Л ) Ф „ + 1 ] , ( я > 1 ) . (5) 

Определив (при заданном v и найденном £) согласно (3) два 
асимптотических момента при некотором большом п, с помощью фор-
мулы (5) можно вычислить все моменты q>n

a(v, | ) вплоть до п=0. 
Затем для (коррекции первоначально заданного значения v использует-
ся связь между двумя первыми моментами [6]: 

V:=i[L + (2 + v ) ф 1 ] / ф о — 2 . (6) 

Метод итерации позволяет определить параметр v с любой точно-
стью. Новое значение v подставляется в (4), вновь определяется а 
также все <pn(v, \Е), затем из равенства (6) находится новое значение 
v и т. д. до получения требуемой точности. 

Таким образом, параметры v и £ определяются исключительно мо-
ментами искомой функции Jn и требованием соблюдения рекуррентных 
соотношений (5) и (6). 

В методе 'Спенсера [2] искомое распределение J (х ) определялось 
(независимыми друг от друга четным и нечетным) рядами, состоящи-
ми из ограниченного числа аппроксимирующих функций (1) с аргу-
ментами х/(Зг- и соответствующими коэффициентами т . В дальнейшем 
Спенсер [8] усложнил выражение для аппроксимирующей функции: 

^ ( v , ak, х1^)=\а1—а2х1^)Ф{у, I, xfci), (7) 
задавая для новых параметров a k произвольно значения. 0 или 1. 

* Если v < 0 и | v | ^ > l , то ограничиваться в разложении первым членом можно, 
очевидно, только при достаточно больших п (обычно 
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В данной .работе для аппроксимации искомого распределения 
предлагается использовать ('в принципе, бесконечные) двойные ряды,, 
обобщая спенсеровское представление аппроксимирующей функции 
(7) 

= fk (Щд Ф (v, I, fk (*/&) = £ ак (*/&)*. 
k=0 

В расчетах нечетное распределение будем представлять вырожден-
ным двойным рядом (i = k): 

J™ (х) = £ % (x/%)kф (v, I, х/%), 
k=0 

моменты которого будут равны 

Л т - и = • J ] Ч к О к ^ q>2m+l+fe(v, £), o k = т = 0 , 1 , 2 , . ... (8> 
k=0 

Четное распределение удобно представить в виде ряда 

/ ч е т„ { х ) = у ж ( х / ) к ф ( у 1 х / I ( 9 > 

** 9k 
fe =о 

моменты которого равны 

= I ) , Xk = p l , т = 0 , 1, 2, . . . (10> 
fe—о 

Следует еще учесть соотношения, I вытекающие из граничных ус-
ловий. Если рассчитывается распределение ионизационных потерь 
энергии электроном по глубине облучения х и величина 

4 

р = 1 
t -f- СО-

Р-3/2 

(со —1 параметр, зависящий только от материала облучаемого образ-
ца и начальной энергии Е0) представляет собой нормированные иони-
зационные потери [8], то из условия разрыва искомой функции и ее-
производной в нуле для нечетного и четного распределения имеем 

Я ь ч ( 0 ) = £ ( 1 ) = 1; ( 1 1 ) 

dJ4em (х) 4(0. 
*=о dt 

= - х , ( 1 2 > . 
*=1 dx 

где 

х = (0/(1 + со) £ ( / > - 3 / 2 ) Л р . 
>0=1 

С учетом (9) и (12) получаем 

[Ai=[(-v+l)^6—x]xi. (13> 
Решение нелинейных уравнений (8), (10) и (13) для определения 

параметров ци, Ok и \ik, Xk будем проводить методом последовательных: 
приближений. 
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В нулевом приближении, полагая ф 0 = р 0 = 1 (частицы могут про-
никать до глубины х—\, соответствующей полному пробегу se) /и r jo= 
— 1 (согласно граничному условию (11)) , имеем 

/неч (х) = Щ (*) = ( 1 - х ) v exp [ — ( 1 - х ) ] , 
/ ч е т н ( я ) =v0(x) = |Х0 (1-—ДС> v-exp [— —=JC> ] . 

Определение параметров | и v уже было описано; параметр |Хо т а к ж е 
^следует определять из асимптотического условия |ю—/л/фп, соответст-
вующего моментам большого индекса п. 

Рассмотрим решение системы уравнений нечетного распределения. 
(8), например в третьем приближении 

J^(x)z=u0(x)+ui(x)+u2{x)+u3{x), 

причем uk(x) = 0 , если Положим 0 2 = 0 3 = 1, т12=Лз=0 и поде-
лим второе уравнение системы (8) на первое, тогда имеем 

_ (^з — фз — ЛаР^Фа— ЛзР|фб) ф2 

1 (J i — Ф1 — Лг^фз — %СУ3ф4) ф4 

откуда находим IOJ. Если значения CRI В процессе счета выходят за пре-
делы интервала (0, 1), то полагаем icr i=l , т. е. -снимаем вырождение 
двойного ряда. Зная <аи из первого уравнения (8) находим 

г]! =i (Jv—ф!—т^огфз—ПзОзф4) I (Югф2). 

Подобным образом, считая oi и rji известными, из третьего и четвер-
того уравнения системы (8) определяем а2 и г\2; затем, считая г]ь 
о2, ц2 найденными, находим ктз и г]3. Теперь ;мы можем сравнить полу-
ченное значение т]з с первоначальным (в данном случае начальное 
значение т]3 'было выбрано равным нулю) и вернуться к определению 
Оь но уже при новых значениях параметров а2, ri2, «тз, т]з- Эта процеду-
ра повторяется до тех пор, пока разница между предыдущим и после-
дующим значениями щ не окажется меньше заданной. 

Решение системы уравнений моментов четного .распределения (10) 
и (13) следует той же процедуре, что и нечетного распределения, но 
здесь есть одна особенность, связанная с уравнением (13). При вы-

47 



числении параметров Т Ь JJLI, г2, ^ . — параметр Ц О должен оставаться 
фиксированным (сравните с нечетным распределением), например, 
равным значению нулевого приближения, а после того как получены 
все значения параметров четного распределения ть fAi, Т2, м-2» Тз, |1з, 
определяется новое значение ji0 'из уравнения 

|Ыо = { /О—'[ (v+s ) ( lo—х]Т1ф1—М-2Ф2— (Лзфз}/фо, ( 1 4 ) 

которое получается подстановкой в первое уравнение системы (10) ус-
ловия (13). Новое значение jx0 сравнивается с предыдущим; если раз-
ница между ними превышает некоторую заданную погрешность в опре-
делении параметров, то новое значение р,0 подставляется в формулу 
для вычисления т ь и счет продолжается до получения необходимой 
точности. 

Как видим, в определении параметров нечетного и четного рас-
пределений в принципе нет ограничения каким-либо k-м приближени-
ем, и расчет может быть проведен до любой степени точности. Д л я 
этого в расчете должны участвовать моменты все более высокого .по-
рядка, а сами моменты вычисляться с большей точностью. 

Вышеописанный метод восста-
новления функции оо ее моментам 
был применен для вычисления рас-
пределения по глубине облучения 
ионизационных потерь энергии в 
алюминии электронным пучком с 
начальными энергиям'и Е о = 0 , 1 ; 1; 4 
и 10 МэВ. Значения моментов Jn до 
п—12, являющие'ся исходными дан-
ными для расчета, были взяты из 
таблиц GneHcepa [8]. На рис. 1 при-
ведены распределения до третьего 
приближения, а также кривая, рас-
считанная Спенсером [8], для на-
чальной энергии электронов ijo—l.O 
МэВ. Там же показано обратное 

распределение ( х < 0 ) , вычисленное Спенсером и нами (в третьем при-
ближении). Из приведенных данных видно, что для прямого распре-
деления имеет место почти полное совпадение результатов, в то вре-
мя как для обратного распределения имеется заметное расхождение. 
На рис. 2 представлено наше распределение © третьем приближении 
и спенсеровское для энергий £о = 4 и 10 МэВ. Обратные распределения 
при таких больших энергиях малы и поэтому на рисунке не показаны. 
Наконец, рис. 3 представляет собой заимствованный трафик из рабо-
ты Спенсера [8], где (для энергии £0 = 0,1 МэВ) приводится сравнение 
вычисленной Спенсером кривой с экспериментальными данными. На 
этот рисунок нанесено и наше распределение в третьем приближении. 

Автор выражает благодарность Н. Ф. Нелипе и Г. Г. Соловьеву 
за ценные советы. 
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О Ы Ц И Е ДИНАМИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА НЕКОТОРЫХ СИСТЕМ ТРЕТЬЕГО 
ПОРЯДКА 

Г. А. Бендриков, В. И. Мифтахов 
{кафедра физики колебаний) 

Статья посвящена изучению типов траекторий корней большого 
многообразия линейных и линеаризованных систем (механических, 
электромеханических и др.), описываемых характеристическим уравне-
нием 

(p3 + alP
2+a2p+a3)+K(p+b 0=0. (1) 

Здесь К — линейный свободный параметр, изменяющийся в широких 
пределах ( С К / С с + оо или — с о < / С < 0 ) , аи а2, а3, Ь{ параметры 
семейства траекторий корней, выражающиеся линейно или нелинейно 
через параметры системы (постоянные времени и т. д.). В частном 
случае = 0 это ;могут быть системы с регулированием по производной. 

С помощью преобразований на комплексной плоскости р (сдви-
га мнимой оси и изменения масштаба), не меняющих типа траекторий 
корней уравнения ( I ) , семейство корневых годографов, зависящее от 
четырех параметров аь а2, а3, Ь\, может быть изучено в зависимости от 
двух параметров. Это позволяет на плоскости этих параметров выде-
лить области с разными типами траекторий корней и проследить за 
изменением типа траекторий корней (1) в зависимости от параметров 
системы и за изменением корней (1) при фиксированных значениях 
его коэффициентов от свободного параметра К |[1]. 

В [2—4] приведены примеры типов траекторий корней (1), одна-
ко их анализа не дано. Исследуя различные типы корневых годогра-
фов, можно установить общие динамические свойства систем, описы-
ваемых (1), и использовать это для более целенаправленного их син-
теза. 

Соотношения между параметрами, определяющие тип траекторий 
корней (1), ;могут быть получены из уравнения возможных кратных 
точек [5], которыми определяется тип корневого годографа [2] (по 
дискриминанту уравнения третьей степени). 

Производя в (;1) замену р—и— (1/3) а[, означающую сдвиг мни-
мой оси 'комплексной плоскости р влево на величину (1/3)ai, получим 

{u?±r2u + q).+ K{u + l)=0, (2) 
где 

, = + l= bx-~Yav (3) -La? 

а знак перед г2 определяется знаком выражения а2—(1/3) aj2. 
В зависимости от величины а2—(1/3) а^ЩО рассмотрим возможные 

три случая. Соответствующие этим случаям типы траекторий корней 
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