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О Ы Ц И Е ДИНАМИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА НЕКОТОРЫХ СИСТЕМ ТРЕТЬЕГО 
ПОРЯДКА 

Г. А. Бендриков, В. И. Мифтахов 
{кафедра физики колебаний) 

Статья посвящена изучению типов траекторий корней большого 
многообразия линейных и линеаризованных систем (механических, 
электромеханических и др.), описываемых характеристическим уравне-
нием 

(p3 + alP
2+a2p+a3)+K(p+b 0=0. (1) 

Здесь К — линейный свободный параметр, изменяющийся в широких 
пределах ( С К / С с + оо или — с о < / С < 0 ) , аи а2, а3, Ь{ параметры 
семейства траекторий корней, выражающиеся линейно или нелинейно 
через параметры системы (постоянные времени и т. д.). В частном 
случае = 0 это ;могут быть системы с регулированием по производной. 

С помощью преобразований на комплексной плоскости р (сдви-
га мнимой оси и изменения масштаба), не меняющих типа траекторий 
корней уравнения ( I ) , семейство корневых годографов, зависящее от 
четырех параметров аь а2, а3, Ь\, может быть изучено в зависимости от 
двух параметров. Это позволяет на плоскости этих параметров выде-
лить области с разными типами траекторий корней и проследить за 
изменением типа траекторий корней (1) в зависимости от параметров 
системы и за изменением корней (1) при фиксированных значениях 
его коэффициентов от свободного параметра К |[1]. 

В [2—4] приведены примеры типов траекторий корней (1), одна-
ко их анализа не дано. Исследуя различные типы корневых годогра-
фов, можно установить общие динамические свойства систем, описы-
ваемых (1), и использовать это для более целенаправленного их син-
теза. 

Соотношения между параметрами, определяющие тип траекторий 
корней (1), ;могут быть получены из уравнения возможных кратных 
точек [5], которыми определяется тип корневого годографа [2] (по 
дискриминанту уравнения третьей степени). 

Производя в (;1) замену р—и— (1/3) а[, означающую сдвиг мни-
мой оси 'комплексной плоскости р влево на величину (1/3)ai, получим 

{u?±r2u + q).+ K{u + l)=0, (2) 
где 

, = + l= bx-~Yav (3) -La? 

а знак перед г2 определяется знаком выражения а2—(1/3) aj2. 
В зависимости от величины а2—(1/3) а^ЩО рассмотрим возможные 

три случая. Соответствующие этим случаям типы траекторий корней 
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даны ® таблице. Крестиками показано положение начальных точек: 
(К = 0), а кружками <— предельной точки ( К = ± ° о ) . Одной стрелкой 

отмечены нечетные траектории, на которых 0, двумя — четные,, 
на которых / (СО. 

1. Если 1(,1/3) «I2 = 0, то г = 0 и уравнение (2) принимает вид. 

(us + q)+K(u + l)=Q, (4) 
где 

й = = (5> 

— параметры семейства траекторий корней (4) на комплексной пло-
скости и. 

Как известно [5], уравнение возможных кратных точек уравнения? 
(4) имеет вид 

2и3 + 3 /и 2 —^=0. ' (6) 

Исследуя дискриминант D— (27/4) ^(i3—q) Щ0 уравнения (6) от пара-
метров I и q, получим информацию о возможных типах траекторий 
корней. На плоскости параметров семейства (•/, q) выделим области,, 
определяющие различные типы траекторий корней. 

а 6 8 

1. При D=0 имеем <7=0, q=l3, а также q = l = 0. На плоскости 
(/, q) (рисунок, а) построены эти кривые. Они определяют граничные 
типы траекторий корней. Рассмотрим их более подробно. 

При q=0 ( / # 0 ) уравнение (6) имеет двукратный корень щ>2=0 
и Uz=—(3/2)/, а траектории корней уравнения (4) на комплексной 
плоскости и — трехкратную начальную точку в начале координат и: 
двукратную точку, равную —(3/2)/. Эта двукратная точка при —оо<1 
< / < 0 располагается правее трехкратной точки (тип траекторий кор-
ней А} в таблице), а при 0 < ; / < j + ° o .— левее трехкратной точки (тип. 
траекторий Л}). Корневые годографы А\ и А\ являются зеркально-сим-
метричными относительно мнимой оси комплексной плоскости и. 

При q—P (1ф0) корни уравнения (6) равны uh2 — —I и и 3 = (1/2) I. 
Однако двойной корень ии2 не является трехкратной точкой уравнения 
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(4). Для одноконтурных систем он соответствует компенсации полюса 
передаточной функции нулем, о чем будет сказано ниже. Д л я мнош-
контурньтх систем, когда нуль не совпадает с предельной точкой, один 
из корней (4) не зависит от К и равен иХЛ- В этом легко убедиться, 
представив (4) ,в виде ( и + 0 [(w2—1//-Н2)+/(] = 0 . Корень щ являет-
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ся двукратной точкой траекторий корней уравнения (4). Эта двукрат-
ная точка при - — о о < / < 0 располагается левее совпадающих началь-
ной и предельной точек (тип траекторий Л2), а при 0 < ^ < С + о о >— 
правее (тип траекторий л 2) . 

В частном случае l—q — Q уравнение (6) имеет -тройной корень 
«1,2,3=0, а траектории корней уравнения (4) —.трехкратную начальную 
точку, совпадающую с предельней точкой (тип траекторий Л3). 

Типы траекторий А2, М и Л3 являются вырожденными. 
2. Если £><0, то один из корней (i6) действительный, а два дру-

гих — комплексно-сопряженные. Уравнение третьей степени (4) не 
может иметь двукратных комплексно-сопряженных корней, поэтому 
траектории корней имеют одну действительную двукратную точку. Ус-
ловие D<c0 (выполняется, если <7<0, q<.lz (тип траекторий корней В) 
или q~>0, q>ls (зеркальный В-тип траекторий корней Б). На плоско-
сти (I, q) эти области отмечены штриховкой (рисунок, а), а соответ-
ствующие типы траекторий корней даны в таблице. 

3. Бели D > 0 , то все три корня уравнения (6) i—< различные дей-
ствительные, я поэтому Траектории корней уравнения (4) имеют три 
двукратные точки. Условие D~>0 выполняется .при l3<Zq,<i0 (тип 
траекторий С) или 0<<7<7 3 (зеркальный С-тип траекторий корней 
С) . На плоскости (I, q) отмечены эти области (рисунок, а), а соот-
ветствующие типы траекторий корней даны в таблице. 

2. Пусть теперь а2—(1/3)а12=й=0, т. «е, г,ф0. Производя в (2) под-
становку и— \r\z, изменяющую масштаб комплексной плоскости и, 
получим 

( 2 3 ± 2 + 0 ) + р ( - г + р ) = О , (7) 
где р =/С/г2 — новый свободный параметр, а 

<s = qi\r\\ P = / / N (8) 
— параметры семейства траекторий корней (7) на комплексной пло-
скости z, вычисляющиеся с учетом (3). Знак плюс перед z в (7) со-
ответствует случаю «г—(1/3) a i 2 > 0 , а знак минус а2—(l/3)ai2<C0. 

Уравнение возможных кратных точек уравнения (7) имеет вид 

2 2 3 + 3 p 2 2 + ( ± p — а ) = 0 - ( 9 ) 

Аналогично предыдущему случаю, исследуя дискриминант 

уравнения (9) от параметров (5 и а, на плоскости (р, о) можно выде-
лить области, определяющие различные типы траекторий корней (ри-
сунок, б при ( i l /3)a i 2 >0 и рисунок, в при a 2 — ( l / 3 ) a i 2 < 0 ) . Гра-
ницами, разделяющими области плоскости (р, а) с различными типа-
ми траекторий корней, являются прямая a=±{5, которая определяет 
типы траекторий корней с трехкратной точкой, и кривая o=ip3drp, ко-
торая определяет вырожденные типы траекторий корней (с совпадаю-
щими начальной и предельной точками). Корневые годографы различ-
ных типов при а2— (i l /3)a i 2 >0 и а2— ( l / 3 ) a i 2 < 0 даны в таблице. 
Здесь же указаны соотношения между $ и а, определяющие типы тра-
екторий корней. 

Рассмотренные выше типы траекторий корней на комплексных 
плоскостях и и z определяют всевозможные типы траекторий корней 
(1). Одинаковые по конфигурации типы корневых годографов (1) при 
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различных соотношениях а 2 — ( l / 3 ) a i 2 l | 0 расположены на одной строке 
таблицы. Оии (могут отличаться характером расположения начальных 
точек, отмеченных крестиками. 

Это (позволяет по коэффициентам характеристического уравнения 
(I) а ь «2, «з. Ь\ представить вид корневого годографа на комплексной 
плоскости р без непосредственного его построения с помощью уравне-
ний траекторий корней [5]. Для этого при а2—(1/3) a j 2 = 0 вычисляем 
значения I и q по формулам (5), а при а2—(1/3) а ^ ^ О значения р 
и а по формулам (8), (3). Используя рисунок и таблицу, находим вид 
корневого годографа на комплексной плоскости и или z. Затем пере-
ходим к комплексной плоскости р, сдвигая мнимую ось влево на ве-
личину ( l /3)«i , предварительно изменив масштаб комплексной плос-
кости z в И раз. Построив полный корневой годограф (1), можно 
проследить за изменением корней от свободного параметра К [1]. 

Аналогичным образом можно исследовать влияние различных па-
раметров системы (например, параметров корректирующей цепи) на 
тип корневого годографа (I) и выбрать наиболее подходящие значе-
ния параметров системы и свободного параметра К. 

Знание типов траекторий корней на комплексных плоскостях и и 
z позволяет судить об общих свойствах систем, описываемых харак-
теристическим уравнением (1) (систем класса [3; 1]). Для этого про-
анализируем корневые годографы, данные в таблице, где положение 
мнимой оси комплексной плоскости р обозначено пунктиром и для 
простоты положено | r | — 1. 

При заданном уравнении (1) нам известна асимптотика корневого 
годографа [5]. Центр асимптот находится по формуле 

а* = —ai + bi 
2 

а комплексно-сопряженные асимптоты параллельны мнимой оси 
(штрих-пунктирные линий в таблице). Следовательно, системы класса 
[3; 1] могут быть абсолютно устойчивыми, т. е. устойчивыми при 0 < 
<С'К<С + оо. Для этого основные точки траекторий корней и центр 
асимптот а* должны располагаться в левой полуплоскости р. В част-
ности, абсолютно устойчивыми могут быть системы класса [3; 1], со-
держащие консервативное звено (тип траекторий Б при а?—(1/3)а!2>-
> 0 ) или два интегрирующих звена (типы траекторий Ах и С при 
а2— ( 1 / 3 ) а , 2 < 0 ) . 

Как видно из таблицы, системы класса [3; 1] могут стать неустой-
чивыми различными способами. Колебательная неустойчивость осуще-
ствляется: 

1) приближением траекторий корней к вертикальным асимптотам, 
лежащим в правой полуплоскости р (типы траекторий Ах и С при 
а2—(1/3) а 5

2 >0) при отрицательной обратной связи ( /О-О) . 
2) обходом траекторий корней вокруг предельной точки, лежащей 

правее всех начальных точек (типы траекторий А\ и С при 
а2—(1/3)«12>0) при положительной обратной связи {К-<.<0). 

Критическая частота определяется по формуле [5] 

0)2 _ о» ~~ a 2 b l к % — ' 

а соответствующее ей значение критического свободного параметра 

is (h — a i a 2 
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Апериодическое возбуждение ввиду возможности расположения 
предельной точки в правой полуплоскости возможно как при отрица-
тельной, так и при положительной обратной связи. 

Значение свободного параметра, при котором система становится 
апериодически неустойчивой, определяется по формуле [5] 

Соответствующим выбором параметров одноконтурной системы бли-
жайший полюс передаточной функции может быть скомпенсирован 
нулем (тип траекторий Лг). 

Наличие предельной точки обусловливает разные динамические 
свойства систем с зеркально-симметричными типами траекторий кор-
ней. 

При отрицательной обратной связи с увеличением К возможно 
удаление доминирующих корней от мнимой оси (например, тип тра-
екторий В). В этом проявляется стабилизирующее действие предель-
ной точки. 

Все это позволяет выбрать значения параметров системы и сво-
бодного параметра для удовлетворения самых разнообразных требо-
ваний, предъявляемых к системе. 
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Примечание при корректуре. В таблице подпись под рисунком (левый ряд, 6-я 
строка -сверху) следует читать: q = — 1 ; / = 0,5. 
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МНОГОЧАСТОТНЫЕ НЕАВТОНОМНЫЕ РЕЖИМЫ АВТОГЕНЕРАТОРА 
В. В. Карпов, И. И. Минакова 

(кафедра физики колебаний) 

В настоящей работе рассматриваются многочастотные синхронные 
режимы и (Процессы их установления при воздействии на .автогенера-
тор ряда гармонических внешних сил.. Показано различие выходных 
спектров и характерных взаимодействий для генераторов с мягким и 
жестким предельным циклом. 

Изучение характера преобразования генератором спектра слож-
ного внешнего сигнала обусловлено рядом практических задач, таких 
•как конструирование устройств с заданными характеристиками на вы-
ходе, стабилизация многочастотных режимов, использование синхро-
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