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О СИММЕТРИИ ОГРАНИЧЕННОЙ ЗАДАЧИ ТРЕХ ТЕЛ 
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сГАИШ) 

В качестве исходных уравнений движения тела нулевой массы в 
ограниченной задаче трех тел рассмотрим уравнения Нехвила [1] 

х „ _ 2 у Г i y » + 2 x > = гао 
дх ду 

(1) 

2" = dQ 
dz 

0 1 / х2+г/2 г2 , 1—ц , u, Q = — — ^ e cos v — + — 

где 

Q = • , , 
1-f-ecosu \ 2 2 rt r2 

v, e — соответственно истинная аномалия и эксцентриситет орбиты ос-
новных тел. Штрихи обозначают дифференцирование по независимой 
переменной v. Постоянная тяготения, сумма масс основных тел и рас-
стояние между ними приняты в качестве единиц измерения. 
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В работах [2, 3] показано, что все траектории уравнений (1) об-
разуют, взаимно симметричные «четверки» с симметричными закона-
ми движения по ним: 

x{v), y(v), z{v), x'(v), y'(x), z'(v), (a) 

x(v), y(v), —z(v), , x'(v),. y'(v), —z'{v), (6) 

x(—v), —y(—v), z(—v), —x'(—v), y'(—v), — Z'(—v), (в) 

x{—u), —y{~v), —z(—v), —x'(—v), y'(—v), z'(—v). (r) 

Начальные условия решений (б) — (г) можно аналогичным' сим-
метричным образом выразить, через начальные условия (ао) решения 
(а) : 

Х0, Уог Zo> х'0, у0, Z0 при v=v0, (а0) 

^о. Уо> ~ х ' 0 , y'Q, —z0 при v=v0, (б0) 

х0, у0, zо, у0, —z'0 при v=—v0, (в0) 

Х0, —Уо, —20, —х'0, у'0, z'0 при v=—v0. (г0) 

С симметрией решений ограниченной задачи трех тел тесным обра-
зом связана симметрия первых интегралов задачи. Пусть произволь-
ный первый интеграл системы (1) имеет вид 

F(x, у, z, х', у', zv)=C. (2) 
Тогда можно утверждать, что функция F обладает свойствами симмет-
рии 

F{x, у, z, х у z ' , v) =F(x, у, —z, х', у—z', v) = 
= F(x, —у, z, —x', yf, —z', —v) =F(x, —y, -^z, —x', y>,, z', — v), 

(3) 
Действительно, от противного: предположим, что хотя бы одно из. 

равенств (3) не выполняется. Так как каждую траекторию движения, 
тела нулевой массы можно получить путем пересечения соответству-
ющих поверхностей вида (2), то из предположения будет следовать,, 
что существует хотя бы одна траектория, у которой нет симметрич-
ной или нарушен симметричный закон движения. Но это приводит к 
противоречию с симметрией всех решений уравнений (1), известной 
по работам [2, 3], что и доказывает свойства симметрии первых ин-
тегралов (3). Другое доказательство дано в работе [4]. 

Проведенное выше рассуждение показывает, что симметрия всех 
решений уравнений (1) влечет за собой симметрию всех первых ин-
тегралов. Справедливо и обратное утверждение. Действительно, если 
все первые интегралы обладают свойствами симметрии (3), то каж-
дая траектория движения будет обладать аналогичной симметрией,, 
так как все поверхности вида (2) симметричны. Следовательно, свой-
ство симметрии решений и свойство симметрии первых интегралов яв-
ляются эквивалентными. 

Из доказанного также следует, что значение произвольной по-
стоянной первого интеграла (2), соответствующее любому из. четырех 
симметричных решений (а) —(г) , одно и то же, в чем можно убедиться 
и непосредственным вычислением по начальным значениям (ао) — (г0)-
Таким образом, из общего интеграла можно определить траекторию 
движения только с точностью до симметричной. 
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Известный для ограниченной круговой задачи трех тел (е = 0, v=> 
= t) интеграл Якоби 

2 Q—(x2.+y2+z2)=C 

обладает свойствами симметрии (3)Л Следствием этого является сим-
метрия поверхностей Хилла 

29. = С 

относительно координатных плоскостей ху и xz. 
Никаких других первых интегралов в ограниченной задаче трех 

тел не известно. Тем интереснее представляются свойства симметрии 
первых интегралов не только с точки зрения сужения диапазона по-
иска новых первых интёгралов, но и с точки зрения уменьшения воз-
можностей перебора различных видов функции F при доказательстве 
теорем несуществования, так как свойства (3) являются необходимым 
условием для всякого первого интеграла уравнений (1). 

Возможны случаи вырождения симметричных решений в одно и 
то же симметричное самому себе решение, которое проще называть 
самосимметричным. Покажем, что уравнения (1) имеют два семейст-
ва самосимметричных решений, каждое из которых зависит от трех 
произвольных параметров. Их можно получить путем «склеивания» ре-
шений (а) — (г). Ясно, что решения (а) и (б) или (в) и (г) не могут 
быть продолжением друг друга, так как они могут либо одновремен-
но приближаться к возможной их общей точке на плоскости ху, либо 
удаляться от нее. Остальные комбинации решений (а) — (г) могут ЯБ-̂  
ляться продолжением друг друга. Основным требованием при этом 
будет условие непрерывности изменения координат и компонент ско-
ростей, что приводит к требованию равенства координат и скоростей 
в момент а0 = 0. 

Для решений (а), (в) или (б), (г) условия непрерывности приво-
дят к требованию ортогонального пересечения решением плоскости xz: 

у0 = 0, х'о = 0, z'o = 0, у0 = 0, . 
(4> 

Хо, z0, у'о — произвольны, 

а для решений (а), (г) или (б), (в) — к требованию ортогональности-
пересечения оси х: 

У о = 0, z0 = 0, х'0 = 0, у0 = 0, 
( 5 ) 

Хо, у'о, z'о — произвольны. 

Убедиться в том, что условия (4) или (5) приводят к самосиммет-
ричной траектории, можно непосредственной проверкой совпадения на-
чальных условий для указанных пар решений, используя формулы 
(а0) —(г 0 ) . 

Таким образом, условие (4) определяет одно семейство самосим-
метричных траекторий, зависящее от трех произвольных параметров x0 , 
z0, yfо, а условие (5) — второе семейство, зависящее от трех произволь-
ных параметров хо, у'о, z'0. Для плоской задачи = оба семейства 
вырождаются в одно, зависящее от двух произвольных параметров х№ 
и у'0. 

Если самосимметричная траектория имеет вторую точку, в кото-
рой выполняются те же условия непрерывности, то такая траектория 
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будет периодической. Например, для семейства (4) можно потребо-
вать выполнения условий 

у (и, х0, zQ, у'о) = 0 , 

x'(v, х0, z0, г/'о) = 0 , ' ( 6 ) 

z' {v, Хо, Zq, у'о) = 0. 

Уравнения (6) можно рассматривать как систему уравнений с четырь-
мя неизвестными. Эта система определяет семейство самосимметричных 
периодических орбит. Если v\ — корень системы (6), a vxj2 не явля-
ется корнем, то период решения равен 2v\. Аналогичные рассуждения 
справедливы и для семейства (5). Подобные самосимметричные пери-
одические орбиты известны, например, по работе [5]. 

В качестве замкнутых самосимметричных орбит можно также рас-
сматривать двояко-асимптотические орбиты [6, 7] и самосимметричные 
орбиты с соударением [8]. Условия непрерывности при этом будут вы-
полняться для t-*-oо (асимптотические решения) либо вообще нару-
шаться (соударения), и условия (4), (5) следует заменить тогда дру-
гими. 

Рассмотрим теперь уравнения ограниченной прямолинейной за-
дачи: 

ди •• ди •• ди 
У= Т - » 2 = ( 7 ) 

г д е 
дх ' ду dz 

a = J z J L + J L 
ri r2 

^(x—x^+yt+z*, 
r* a = ( x - x 2 ) 2+*/2+;z2. 

Уравнения (7) в отличие от (1) записаны в неподвижной системе 
координат, вдоль оси х которой происходит движение основных тел. 
Точками обозначено дифференцирование по времени t. Расстояние меж-
ду основными телами г — х2—Х\ здесь нормировать нежелательно, так 
как возможны соударения основных тел. Координаты основных тел 
Xi(t) и x2(t) можно определить по формулам прямолинейной задачи 
двух тел: 

|ЛГ, Х2= ( 1 — 

Vrdr , п , ч 2 = ±(t-t0), h = r\ 
J У 2+hr V 0/' ° ro • 
r0 

Отсчет времени будем вести от момента соударения основных тел (для 
прямолинейного движения эллиптического типа.отсчет времени можно 
вести от момента наибольшего удаления основных тел). Тогда для лю-
бых типов движения координаты основных тел будут четными функ-
циями времени. 

В работе [9] показано, что все решения уравнений (7) образуют 
взаимно симметричные «восьмерки», а именно к решениям (а)—'(г), в 
которых аргумент -±_v следует заменить на еще добавятся: 

x(-t), y(—t), z(—t), -x(-t), -y{-t), -z(-t), (a') 

x{—t), y(-t), -z(-t), -x(-t), -y\~t), z(-t), (6') 
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*(0> -y(t), 2(0, X(t), ~y(t), 2(0, (в') 

X(t), —y(t), —z(0, i ( 0 , —^(0, - 2 ( 0 - (Г') 
Среди решений ( a ' ) — (г') независимо лишь одно, например (а ' ) , 

остальные получаются путем комбинации (а7) с решениями (б) — (г). 
Для ограниченной прямолинейной задачи трех тел свойства сим-

метрии первого интеграла 
F (х, у, z, х, у, z, t) — С 

запишутся в виде 
F(x, у, z, х, у, z, t) =F(x, у, —z, х, у, —z, t) = 

=F(x, —у, z, —х, у, z, —t)=F{x, у, z, —к, —у, —z, —t), (8) 
где приведены только независимые свойства, соответствующие реше-
ниям (а, б, в, а ' ) . В отличие от (3) интегралы прямолинейной задачи 
обладают новым свойством симметрии, соответствующим решению 
(а ' ) , которое говорит об обратимости движения тела нулевой массы. 

Для прямолинейной задачи кроме указанных двух: семейств са-
мосимметричных решений (4), (5) (с заменой v на t) имеются еще два 
-семейства, каждое из которых зависит от трех произвольных парамет-
ров 

Хо—Уо~ Zo —(/о — 0» 
( 9 ) 

х0, у о, Zo — произвольны 
Zo = IXo = yo='to = 0, 

(10) 
Хо, Уо, 20 — произвольны. 

Семейство (9) получается «склеиванием» решений (а) и (а ' ) , а 
•семейство (10)—,(а) и (б') . Каждую траекторию семейства (9) тело 
лроходит дважды в прямом и обратном направлениях, а начальный 
момент соответствует точке возврата траектории. 
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