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ЗАДАЧА ШУМОПОДАВЛЕНИЯ ДЛЯ ИЗОБРАЖЕНИЙ СПЕЦИАЛЬНОГО 
ВИДА 

А. Г. Ермолаев, Ю. П. Пытьев 

(кафедра математики) 

Рассмотрим изображение, заданное квадратной N,X<N. матрицей 
вида 

А(о)=А+оВ, (1) 

где А —= матрица идеального изображения, В — изображение шума, 
а — «малый параметр». Число N также считается параметром задачи, 
который предполагается «достаточно большим». Рассмотрим задачу 
восстановления матрицы А из наблюдаемой А (а) при больших N и 
малых о. В работе построена такая матрица А/.(о), что j|Aft;(o)— А[|/ 
/|'|сг5||-^0(А?->оо). При этом (предполагается, что нормы матриц А и 
В Имеют порядок O (N), а минимальное расстояние между собственны-
ми значениями матрицы А+А — порядок 0(N2) при N-+oo. 

Определим матричные нормы: 

II С||оо= sup | Cij |, (2) 

IICII2=((tr C+C) у2. (3) 

Будем считать А и Б в (1) фотоизображениями, тогда 

max (i, }= 1, AO, 

где amin и bmm являются плотностью вуали, а a m ах и # т а х — плотно-
стью максимального почернения фотоматериала. Очевидно, что ||А||00< 

<0=тах, Ц5||оо<^тах И 

11А!|2=0(||Я!|2)=0(ЛО. (4) 

Специальным свойством изображения А будем считать условие 
Д = min 11г—£j | — О (||А ||22) = О (N2), (5) 

здесь Лг- — собственные значения матрицы А+А с учетом кратности. 
Теорема 1. Если выполнены (4) и (5), то rank А = 0 ( 1 ) при N-*-

—*-00. 
С л е д с т в и е . Пусть r a n k A — т о г д а 'kk+i = ...=XN = 0 и ki = 0 (N.2) 

( i = l , k ) . 
Замечание. Если r a n k A = l и справедливо (4), то (5) всегда вы-

полнено. 
Известно [1], что любую матрицу А можно представить в виде 

A = UA{J2V+, 

где матрица Л У 2 > 0 и диагональна, U и V унитарны, причем АА+= 
=VAU+, A+A = VAV+, т. е. U и V суть матрицы ортонормированных 
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собственных векторов для АА+ и А+А соответственно, а Л== diag 
Ялг), —•••'ккг==(). 

Аналогично 

A(o)=A+oB = U(o)A1/2(e)V+(a). 

Пусть Ek = diag(1, ..., 1, 0, . . .0 ) , r a n k E h = k , E\=Ek. 
Теорема 2. Матрица Ak(a) =U(o)EhAxl2(o) является наи-

лучшей в норме 1Н1г аппроксимацией А (о) матрицами, ранг которых 
не выше k, т. е. 

ИЛ (а)—А ||2 = inf { Ц Я - А (a) Ik r a n k R . 

При достаточно слабых ограничениях на шум A f e(a) является оцен-
кой максимального правдоподобия матрицы А. Определим скалярное 
произведение матриц соответственно (3) : 

(С, D) = t r C+D. 

Теорема 3. Пусть <jB = Q, Q — случайная матрица, у которой EQ = 
= 0 и задан корреляционный оператор 2 = EQ(- , Q). Если плотность 
распределения Q есть монотонно убывающая функция ||2-1/2Х||2, (X — 
реализация Q), то Аь(о) есть оценка максимального правдоподобия 
матрицы А в норме ||-|| = ЦЦ-1/2-1|2. • -

Поставленную задачу шумоподавления будем решать в рамках 
аналитической теории возмущений [2]; в этом случае 

00 
, 114И-Л|Ы1*Я||2 = £ а°ар (6) 

г р-° 

и радиус сходимости ряда (6) может быть оценен снизу величиной 

0 9 \||Л||2||£|12 ' 

В силу (4) и (5) г0 является величиной порядка О (1) по N, поэтому 
при |а| < г 0 можно переходить к пределу N-+00 под знаком суммы в (6) . 

Теорема 4. Если выполнены условия (4), (5) и (7) и |0|<Ло, то: 
а) коэффициенты степенного ряда (6) а р — 0(NS), s < — V 2 ; б) ||Afe(a) — 

—Al|2/l|oB||2->0(JV->-oo) не медленнее, чем Const / ] /N. 
Таким образом, отношение «сигнал/шум» 

IIЛ ||2/|| Л ft ( а ) — Л I I 2 = c o n s t -

и может быть сделано сколь угодно большим при N-*-oо. 
Работа алгоритма, реализующего предложенный метод, иллюстри-

руется фотографиями. 
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