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1. В теоретических исследованиях переноса излучения в случай­
но-неоднородных средах применяется наряду с другими метод стати­

стических испытаний, в котором моделируются отдельные реализации 
r..ействительного процесса распространения. Усреднение по ансамблю 
этих реализаций позволяет найти статистические характеристики про­
шедшего излучения, надежность которых растет с увеличением объема 
выборки [1]. 

При получении отдельных реализаций распространения света в. 
турбулентной атмосфере могут использоваться различные физические 
модели. В работе [2] распространение оптического излучения рассмат­
ривается как марковская цепь со случайными актами взаимодействия 
фотонов с веществом. Распространение волн оптического диапазона в 
турбулентной атмосфере можно также представить как прохождение 
последовательности фазовых экранов, моделирующих возмущения вол­
нового фронта на флуктуациях показателя преломления. В работе [3], 
например, показано, что эффективная ' ширина светового пучка, про­
шедшего последовательность фазовых экранов при увеличении 'Числа 
экранов, стремится к эффективной ширине пучка, прошедшего слой 
случайно-неоднородной среды. 

Представляет интерес использование модели фазовых экранов в 
методе статистических испытаний для исследования на ЭВМ распрост­
ранения волновых пучков в случайно-неоднородных средах. В этом 
случае возникает задача о моделировании на пространственной сетке 

случайного поля { em,n} с заданной статистикой. Некоторые вопросы 
практического получения на ЭВМ случайных полей, используемых в 
атмосферной оптике, рассматриваются в настоящей работе. 

Большинство методов моделирован ия полей {ет,п} основывается на 
преобразовании б-коррелированного случайного поля {rJij}, определен­
ного в узлах сетки 

i, k = 1, ... , N x, j, l = 1, ... , Ny (1) 

где fщ - символ Кронекера, а Nx и Ny - число элементов б-коррели­
рованного поля по осям Х и У соответственно. К этим методам относят­
ся метод линейного преобразования, метод каноничес1шх разложений, 
частным случаем которого является разложение в ряд Фурье, а также 
метод скользящего суммирования. В первых двух методах матрица 
преобразования поля {rJij} в искомое {em,n} вычисляется для всей с~т­
ки, что связано с большими затратами вычислительного времени и не 
позволяет увеличивать размеры поля { em,n} путем последовательного 
получения его элементов em,n из элементов 'YJ iJ· От этого недостатка сво­
боден метод скользящего суммирования , в котором осуществляется 
суммирование с весом ближайших элементов б-коррелированного по-
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ля [4]: 

Му 

!: С kl ТJт+k, п+z, 
l= -My 

(2) 
m=Mx + 1, ... ,Nx-Mx, 
n=Mu+l, ... ,Ny-My. 

Весовые коэффициенты Ck1 определяются по заданной корреляци­
онной функции R или по спектральной плотности F поля {в}. С уве­
личением числа коэффициентов Мх и Му и уменьшением шага прост­
ранственной сетки характеристики поля {в} приближаются к задан­
ным. Одновременно с этим растет объем вычислений и, следовательно, 
время получения достаточ1ной выборки реализаций. 

В настоящей работе метод скользящего суммирования использу­
ется для получения одномерных и двумерных изотропных случайных 
полей, моделирующих флуктуации диэлектрической проницаемости 
воздуха в в турбулентной атмосфере. Рассматривается возможность 
введения критериев для практической оценки числа весовых коэффи­
циентов Ckl при моделировании на ЭВМ полей с различными корре­
ляционными функциями. 

2. Согласно [5] флуктуации диэлектрической проницаемости ат-
мосферы имеют закон распределения вероятности, близкий к нормаль­
ному, с нулевым средним значением и с дисперсией, пропорциональной 
структурной постоянной С2•. Ограничимся •случаем однородного 
случайного поля в. Если двумерный спектр пространственных частот х 
поля в (х, у) ограничен сверху ( 1Хх1. 1Ху1 ~хо), то на шаг сетки необ­
:~ одимо наложить условие 

Лх, Лу-<. n/x0 . (3) 

В этом случае весовые коэффициенты Ckt вычисляются по формуле [4] 

it/дx it/дy 

УЛхЛу s 5 !/? Ckt = F - (хх , ху) cos (k Л х хх) cos (l Л уху) dxx dxy, 
n 

о о 

(4) 

F (хх, ху) - двумерная спектральная плотность поля в(х, у). 
При выбранном шаге Лх, Лу числа Мх, Му определяются характер­

ным масштабом корреляционной функции R (х, у) моделируемого поля. 
Действительно, в узлах 1Се11КИ ее значения 1р1ав.ны: 

Rm,n = R (т Лх, n Л у)= (в;j В;+т,Нn)· 

Согласно формулам метода скользящего суммирования ( 1), (2) кор­
реляцианн•ая фуН1к.ция .на 1сет~е R cm,n , вычи.сле~н1ная по весовым коэффи­
циентам, имеет вид: 

при т -<. 2М х + 1, п -<. 2М У + 1, 

при т > 2М х + 1, п > 2М У + 1. 

Отсюда число членов в сумме (2) ограничено снизу условием 

2Мх + 1 ?;; 2Q0/Лх, 2Му + 1 > 2Q0/Л у, 

если коррешщионная функция R(x, у)"'О при lx l, IYI ~Qo. 
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На практике спектральная плотность F (хх, ху) неограничена и 
непосредственно оценки (3), (6) неприменимы. Однако характерные 
масштабы х функции F ('Хх, ху) и масштабы Q для R (х, у) связаны об­
р·атно 1про1по1р.цион·алыюй з.а1Висимостью. Поэ"Гому в :еоот.вет,ствии с (3). 
(6) число коэффициентов ckl в (2) определяется произведениями 
(xQ)x и (xQ)y или отношениями 'Qх/Лх, Qу/Лу для пространственной 
сетки. 

Рассмотрим изотропное поле е (х, у). В качестве масштаба функ­
ции R (х, у) ~возьмем эффектиJВный J)адиу.с 1~ор1р·еля.ции Q [.5]: 

ioo 

Q = -- R (r)dr. 1 \' 
R (О) • 

о 

' (7): 

Пусть Лх=Лу=h. Тогда коэффициенты Ck1 образуют квадратную мат­
:рицу •С 1р1а1вным чи~слюм О'Гро1к и 1с-гО1Л•бцов: 2Мх+ 1= 12Му·+1 =М. Поло­
жим, что для М по аналогии с (6) справедлива следующая оценка: 

М = a ·Q/h. (8) 

Значение а определяется видом корреляционной функции R (х, у), точ­
ностью моделирования поля е(х, у). Выражение (8) означает, что сис­
тематическая погрешность метода зависит от одного параметра а, ко­

'ГО\рый 1ра1вен 1011ношению ,н.аибольше110 •сд1вига· Mh элем·е!Н·'ГОВ б-1ко1р1рели­
рованного поля в (2) к эффективному радиусу корреляции Q. 

По корреляционной функции Rcm,n можно оценить систематичес­
кую погрешность метода, вводя, например, следующие критерии: 

относительное отклонение дисперсии 

da = 1 R (О) -Rg.o /!R (О); 
относительное отклонение эффективного радиуса корреляции 

dQ = IQ-QC\/Q, 

где эффективный 1радиу1с Qc 1на пространственной .сетке вычисляется со­
гласно (7) численным интепрированием по узловым значениям корре­
ляционной фуНКЦИИ Rст,п; 

среднеквадратичное отклонение Rcm,n от значений известной кор­
реляционной функции R ( mh, nh), взятых в узлах сетки 

Х = [!: L (R (mh, nh) -R~.п)2] 1 12 h/(QR (О)). 
т п 

3. Рассмотрим одномерное поле с гауссовой спектральной плот­
ностью 

В этом случае 

R (О) = 0'2 И Q = 'о y;t 
2 

На рис . 1 при:ведены для двух значений параметра 1a=Mh/Q кор­
реляционные функции, построенные по узловым значениям Rcm, кото­
рые вычислялись по формулам (4), (5). С ростом а узловые значения 
Rc т при'ближаю11ся 1к R (imh) ~независимо от величины ша.га~ h, •КО'ГО1рый 
менял1ся .в диа·пазо1не (1-:-4 · 10-2)r0. Начиная с а""3 значения Rcm прак­
тически совпадают с заданной функци~й R (mh). 
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Зависимость критериев точности от параметра а изображена на 
рис. 2. Относительное отклонение эффективного радиуса корреляции 
dQ превышает ошибку в оценке дисперсии da; среднеквадратичное от­
клонение х имеет наибольшее значение. 

Из рис. 2 видно, что критерии точности при моделировании поля 
с гауссовой спектральной плотностью составляют: do~I0-4, dQ~10-2 , 
сели параметр а"'З. При этом значении параметра а наибольший 
сдвиг элементов <'\-коррелированного поля при формировании искомого 
{ет} приблизительно втрое превышает эффективный радиус корреля­
ции. Q. 

0,6 

Q,4 

0,2 
/) 

2 x/Q 

Рис. 1. Зависимость значен ий корре­
ляционной функции R0т от безраз ­
мерного радиуса x/Q: сплошные ли­
нии - корреляционная функция, со­
ответствующая гауссовой спектра,1ь­
ной плотности (9); а= 1,55 (1) и 
а=6,05 (2); пунктир - корреляци ­
онная функция, соответствующая 
кармановскому спектру (1 О); а= 

=1,27 (3) и а=3,4 (4) 

Приведенные результаты полу­
чены при широких диапазонах из­

:м·енения ша1га ~сетки h и числ1а М. 
Таким образом, для поля с задан­

dб ,da,1" 
2 4 (j 8 а 

10· 

Рис. 2. Зависимость относи­
тельной ошибки в оценке дис­
персии da и эффективного ра­

диуса корреляции dQ от пара­
метра a=Mh/Q. Поле с гаус­
совой спектральной плотнос­
тью: одномерное поле (9) 
(сплошные линии), da ( 1) , dQ 
(2), х. (5) ; двумерное по.1е 
(11), + -da ; О - dQ. Лоле 
с кармановской спектральной 
плотностью: одномерное поле 

(10) (пунктир), da (3), dQ 
(4); двумерное поле (12), 

Л - da; * - dQ 

ным масшта.бом Q систематическая погрешность метода •скользящего 
суммирова1ния убывает с ~ростом параметра а, что может быть достиг­
ну110 ка1к у.величе~нием шага се'ГКИ h п.ри 1неизмеН1нrом чи1сле М, так и 
увеличением числа весовых коэффициентов М на ·сетке с 1Неизменным 
шагом h. 

Для одномерного поля, соответствующего кармановскому спектру 
флуктуаций диэлектрической проницаемости в атмосфере, т. е. для 

F(x)= 2"VnГ(ll/6) a
2

ro 
Г(4/3) (l+?ox2) 1116 ' 

1,орреляционную функцию R (х) можно записать в виде 

R (х) = cr2 -..,..,.,,..----1 ( х ) 4/3 к ( х ) 
2113 г (4/3) -;; 4/3 -;; , 

R (О) = cr2 , Q vпг(111в> = Г0 Г (4/ 3) ~ 1,865 г0 , 

где K4J3 (х) -функция Макдональда. 
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Изменение корреляционной функции на сетке Rcm с расстоянием х 
nри двух значениях а дано на рис. 1. Удовлетворительное моделирова­
ние со спектром ( 10) достигается с а:;?;-3; при этом d"~ 10-2 и dQ~ 10-i 
(рис. 2). Заметим, что для случайных полей, у которых корреляционная 

·функция не характеризуется одним масштабом, параметр а не опре-
деляет однозначно точность моделирования. 

Посредством численного эксперимента определялись корреляцион­
ные фующии R"m полей {em}, полученных на ЭВМ по методу сколь­
зящего суммирования с параметром а, оцененным по (8). Для одно­
мерных полей со спектральными плотностями (9) и (10) функции R"m, 
вычисленные по выборке из 100+200 реализаций, практически совпа­

.дают с Rcm при одном и том же а. 
4. При моделировании двумерных полей возникает также погреш­

ность, связанная с ориентацией прямоугольной сетки. Можно ввести 
-относительное отклонение эффективных радиусов корреляции, являю­
щееся мерой неизотропности полученного поля: 

W= 
1 QC -Q~ 1 

QC +Q~ 

.где Qcg - эффективный: радиус корреляции, вычисленный. по диагона­

.лям сетки: m= ±п, Qc - эффективный: радиус, вычисленный по сторо-
11ам сетки: m=const или n=const. 

Для двумерного поля с гауссовой: спектральной: плотностью 

F(xx, ху) =<J'2 ~н6exp(-x2 r6/4) (11) 

-отклонения d" и dQ несколько превышают соответствующие величины 
.для одномерного поля при одних и тех же значениях параметра а 

(см . рис. 2). Неизотропность поля w имеет при этом порядок 10- 2 при 
.а=3, незначительно убывая с ростом параметра а. 

Кармановский спектр двумерного поля флуктуаций диэлектричес­
кой проницаемости атмосферы записывается в виде [5]: 

ре Схх, ху) =a2 r6~(1 +r~х2Г11 16 . (12) 
3 

Корреляционная функция выражается следующим образом: 

21 /6 ( р ) 5 /6 ( р ) 
Re (х, У) = 0'2 Г (5/6) Го Ks16 --,:;- , 

е _ 2 2 _ 2 2 е _ 5 -..г~t Г (4/3) _ R (О) - f1., р - Х +У, Q - r 0 6 Г(ll / 6) - 1,4041 r0 • 

Как показывает анализ, удовлетворительная точность метода скользя­
щего суммирования достигается для этого поля при а>3 (см. рис. 2). 
Заметим, что в этом случае d" и dQ близки к соответствующим отклоне­

.ниям для -одномерного поля с гауссовой: спектральной плотностью. Не­
лзотропность w поля ( 12) составляет порядок 10- 2 при а,...., 3. 

На рис. 3 приведена корреляционная функция R (r/ Q) поля ( 12). 
Значения Rcm,n, вычисленные по коэффициентам Ck1 при М = 19, прак­
тически совпадают с соответствующими значениями R (mh, nh). Чис­

.ленное моделирование на ЭВМ двумерного поля проводилось на квад­
ратной: сетке размером 20Х2.0 У13лов, при этом б-коррелировашное по­
.ле генерировалось на сетке размером 38 Х 38 узлов. При статистической 
.обработке случайных полей {em,n}, полученных на ЭВМ, проводилось 
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усреднение как по реализациям, так и 1по сечениям сетки. Определен­

ные таким образом значения корреляционной функции R•т,n в узлах 
сетки приведены на рис. 3. 

В модели (12) ro связано с внешним масштабом атмосферной тур­
Gулентности, который обычно превышает характерные размеры иссле­
дуемых процессов, например поперечных размеров а пучков когерент­

ного излучения. Это накладывает ограничения сверху на шаг сетки 
fi<a. Одновременно из оценки (8) и формулы (12) согласно получен­
ным результатам следует, что число коэффициентов в алгоритме сколь­
зящего суммирования (2) должно удовлетворять условию М~4r0/Лх. 

R 

0,5 

r/fl 

Рис. 3. Корреляционная функция поля с кар­
мановской плотностью (12): сплошная ли­
ния - R (р) и R<m, "; точки - R e m, "• полу­
ченная в результате усреднения по 150 реа­
лизациям m=coпst (О), n=coпst (8 ), 

m=n(д), m=-n( +) 

В результате моделирование двумерных полей вида ( l 2) для задач 
распространения световых пучков в атмосфере связано с большим объ­
{МОМ вычислений, поскольку число слагаемых (2Мх+ l) · (2Му+ l) в 
алгоритме (2) может достигать нескольких сотен. 

5. Проведенный анализ и численные эксперименты на ЭВМ показы­
вают, что точность моделирования с помощью метода скользящего сум­

мирования случайных полей типа (9), (IO) , (ll), (12) с одномасштаб­
ными корреляционными функциями определяется параметром а, ко­
торый означает, сколько раз на расстоянии Mh, равном сдвигу б-кор­
релированного поля, формирующего {em,n}, укладывается эффективный 
радиус корреляции исследуемого поля. 
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АНАJIИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОБ УСТАНОВЛЕНИИ ГАЗОВОА 
ТЕМПЕРАТУРЫ В КОЛЕБАТЕЛЬНО-ВОЗБУЖДЕННОМ ОЗОНЕ 

В . .Я . Панченко, И . М. Сизова, А. П. Сухоруков 

(кафедра общей физики и волновых процессов) 

1. Введение. Резонансное возбуждение молекулярного газа интен­
сивным ИК-излучением приводит к образованию резко неравновесных 
населенностей колебательно-вращательных уровней молекулы. В про­
цессе релаксации таких молекул к состоянию термодинамического рав­

новесия вследствие нерезонансности процессов V- V, V- V' и R-T, 
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