
Проведенные исследования говорят о том, что атомы хрома не 
являются простыми разбавителями. Наиболее вероятный вклад маг
нитных моментов в сплавах описывается левой частью табл . 2. Пове
дение магнитных моментов µFe, µс0 и µcr в тройной системе FeCrCo 
свидетельствует о наличии сложных обменных взаимодействий между 
атомами железа , кобальта и хрома. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ТРАНСЗВУКОВЫХ ТЕЧЕНИЯ 

МЕТОДОМ ФАЗОВОR ПЛОСКОСТИ 

7\. А. Карабутов 

(кафедра общей физики и волновых процессов) 

В· трансзвуковой области течения принципиальное значение имеют 
·нелинейные эффекты; поэтому аналитическое исследование исходных 
уравнений гидродинамики не представляется возможным. В то же вре
мя для изучения трансзвуковых потоков применимы характерные для 

нелинейной акустики ·асимптотические методы [1-3], описывающие 
медленную эволюцию течения. С их помощью можно свести систему 
уравнений гидродинамики к следующему уравнению: 

- - + о -Со + 8U - + = - .LU • д [ ди' (V ') ди' Q] с0 Л , 
дх дt дх 2 

(1) 

Здесь V0 - скорость набегающего потока (ось х направлена вдоль не
го), и' - возмущение х-компоненты скорости течения, с0 - невозму
щенная скорость звука, причем 1Vo/co-1I«:1, е= (y+l) /2 - нелиней
ный параметр газа, Л .l - оператор Лапласа по поперечным координа
там, а функция Q определяется распределением массовых и тепловых 
источников. 
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Величина 
w = (V0 -с0 + еи')/с0 (2) 

имеет физический смысл отличия местного числа Маха течения от еди
ницы. В переменных (2) уравнение ( 1) принимает вид 

~ [-1- дw + w дw + ~] = _1_ ЛJ_W. 
дх с0 дt дх с6 2 

(3) 

· Оно является универсальным для трансзвуковых течений; но его ре
шение в общем виде не представляется возможным . Однако во многих 
I1ажных частных случаях применимы различные аналитические мето

ды исследования (см., например, [3, 4]). 
Рассмотрим с помощью (3) внутренние течения. Пусть радиус пря

молинейного круглого канала R(x) =ro(l+f(x)) меняется мало и мед-
.. ленно : 

1 f (х) \ « 1, r 0 1 df /dt 1 « 1. 

В ЭТОМ случае течение В нем близко К одномерному И МОЖНО ограни
··lИТЬСЯ параксиальным приближением: 

w = w0 + r 2w2/2 + ... 
Граничное условие на стенке канала r=R (х) 

ди' /дr = c0d2R/dx2 

.одиозна чно определяет поперечную компоненту скорости . потока w2: 

W2 = ec0d2f/dx 2
• (4) 

С учетом ( 4) уравнение для продольной компоненты скорости те
·чения принимает вид: 

_1 дw0 + Wo дwо = _ _ 1_ dE (5) 
с0 дt дх 2 dx ' 

где 
х 

Е =е (~ J QШd6-2f(x)) =е ( m(x) + Т'(х) - S'(x) ) · (6) 
с0 Qo То So 
-оо 

.т (х) - распределение стороннего притока массы, Q0 - расход газа 
в канале, Т' - приращение температуры, вызываемое сторонними ис-
1 очниками, Т0 - температура газа, S'(x) =2nr2of(x) - изменение се
'Чения канала, S 0 =nr2

0 • Подобное уравнение ранее выводилось из од
номерных уравнений гидродинамики [5]. 

Уравнение (5) описывает нестационарные течения в геометричес
.ких, тепловых, расходных соплах, а также в произвольных их комби
нациях. Выражение (6) определяет относительный вклад каждого из 

·факторов. Решение уравнения (5) не представляет затруднений; его 
характеристики имеют вид : 

dx dw0 с0 dE 
- = CoWo --=---. 

dt ' dt 2 dx 
(7) 

Из (7) следует, что (5) сводится к обыкновенному уравнению колеба
.ний 

d2x с6 dE - + --=0 
dt2 2 dx ' 

(8) 
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Gписывающему движение консервативной системы с потенциальной: 
энергией Е/2. Закон сохранения энергии имеет следующий вид: 

~+ Е(х) ' Е0 • (9} 

Линии постоянной энергии, определяемые из соот.ношения (9), соот
ветствуют стационарным решениям уравнения (5) и, следовательно, яв
ляются линиями постоянного расхода газа. 

Различие со случаем сосредоточенной колебате.'Iьной системы сос
тоит в постановке начального условия 

W 0 (t =О, х) = И (х). (10) 

Начальному распределению числа Маха ( 1 О) соответствует распреде
ление полной «Энергии» ; иными словами, каждой точке кривой началь-

2 

w,, ного течения соо11ветствует значе
ние Ео проходящей через нее линии 
постоянной энергии (9). В дальней
шем изображающие точки будут· 
двигаться по своим линиям посто

янной энергии со скоростью c0w0~ 
как это следует из (7). Совокуп-

х ность изображающих точек обра
зу1ет профиль течения . 

Используя соотношеН!Ия (7), 
(9) и ( 1 О), нетрудно найти реше
ние уравнения (5) 

х 

Рис. 1. Вид фазовой плоскости в ок
рестности минимума сечения канала 

c
0
t = r d~ (11) 

J У Ео - Е (~)]. 
Хо(Ео) 

Однако ввиду наглядности представляет несомненный интерес каче
ственное исследование процесса с помощью фазового портрета. 

Рассмотрим конкретные примеры. В случае чисто геометрического 
сопла (т= Т' =0) фазовый портрет течения в окрестности критическо
го сечения изображен на рис. 1. Область минимума сечения канала со-
01ветствует максимуму потенциальной энергии (6) и характеризуется 
седлообразной особой точкой на фазовой плоскости. Линии 1 и 2 изо
бражают расчетные режимы истечения (Fo=O), обеспечивающие не
прерывный переход через скорость звука в течении . Области Ео> О со
ответствуют либо чисто сверхзвуковые, либо полностью дозвуковые по
токи. Области Е0<0 недопустимо больших расходов газа соответству
ют возвратные течения. 

На рис. 2 приведена трансформация возмущенных расчетных ре
жимов. Появляющаяся в решении неоднозначность ликвидируется вве
дением разрыва по принципу равенства отсекаемых площадей. Прове
денная качественная картина позволяет сделать ряд выводов об аку
стической проводимости таких каналов. Очевидно, что характеристи
ки расчетного режима принципиально нелинейны и носят диодный ха 
рактер. 

Фазовая картина течения в области максимума сечения канала 
изображена на рис. 3. В соответствии с выражением (6) она эквива
лентна потенциальной яме и, следовательно, может играть роль резо
натора. Его основная частота определяется периодом движения изобра-
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;n{ающих точек по фазовым траекториям: 

т = _l ~ -::r;;;=d=~ =:=;:;:=-
Со 'У У Ео - Е (~) • 

(12) 

Поскольку колебания в такой полости имеют нелинейную природу, пе
риод колебаний гораздо б~)ЛЬШе времени пробега звука по длине ре
зонатора. 

Анализ фазовой картины этого случая показывает, что устойчивое 
течение с числом Маха на бесконечности, равным единице, будет содер
жать разрыв. Если скорость потока отлична от скорости звука, то ста-

w, 

(J 

х 

Рис. 2. Динаиика акустических возмущений на расчетных режимах а - при заме,ц
ленни, б - при ускорении потока 

дионарное течение гладкое, однако процесс его установления может 

носить осциллирующий характер. Например, для радиуса канала R = 
= 10 см, глубины полости d=0,5 мм и ее длины 2l=2 см резонансная 
<Частота этой полости составит 

v = c0/2nl (2ed/R) 1/ 2 - 580 Гц. 

Наличие разрыва . в расчетном режиме приводит к дополнительно
:му выделению тепла в окрестности максимума сечения канала. Ампли
туда разрыва пропорциональна квадратному корню из относительной 
-глубины канавки f1/2; соответственно скорость выделения тепла на раз
рыве пропорциональна f3!2 . Изменение тепловыделения приводит к по
.вышению скорости эрозии материала канала в области максимума его 
.сечения. Рост глубины канавки описывается уравнением 

_.!!1_ = kf 12 
dt , 

(13) 

тде величина k зависит от свойств материала, геометрических размеров 
канала и характеристик течения. Решение уравнения ( 13) указывает 
на взрывной характер роста размера каверны: 

t = fo (1 -kt VТо12г2 (14) 

(здесь f о - начальный ее размер), при котором за конечное время она 
,неограниченно увеличивается. Так, для канала, изготовленного из ти-
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тана, в котором течет воздух при атмосферном давлении, для размера· 
затравочной полости l ~ 1 см имеем k = 0,52 с- 1 • Соответственно для 
fo=I0-4 (при R=20 см, глубине каверны d~20 мкм) время разруше-

ния составит tP = 2/k V f 0 примерно 6,5 мин. 
В качестве следующего примера рассмотрим обтекание плоского · 

::лоя тепловыделения (аналогичная картина· имеет место для источни
ков массы). Переходные процессы в этом случае рассмотрены в [4], . 
однако наглядность предлагаемого метода несомненна. Фазовая пло
скость таких источников приведена на рис. 4. Области возвратных дви--

х 

Рис. 3. Вид фазовой плоскости в ок
рестности максимума сечения канала 

х 

Рис. 4. Фазовая плоскость области 
тепловыделения 

жений соответствует значение энергии Е0 <вТ'/Т0 ; при этом даже для:: 
сверхзвукового набегающего потока возмущения распространяются на
встречу ему. При Е0>вТ'/1Т0 течение либо полностью дозвуковое, либ0> 
полностью сверхзвуковое. Так, например, при обтекании слоя тепловы
деления потокоr.'1 газа комнатной температуры с числом Маха M=l,l 
достато.чно нагреть газ на 2,5°, чтобы возмущения начали распростра
няться навстречу потоку. 

В заключение отметим еще следующее. Метод анализа с помо
щь!() фазовой плоскости применим к более общему классу уравнений, 
нежели рассмотренный выше . Они имеют вид: 

:~ + и :: =F(u, х). (15) 

Такого рода уравнения описывают, например, течения с низкочастотной 
диссипацией, переходные режимы. Но при этом представить фазовую

·картину в аналитическом виде, вообще говоря, не удается: Однако су
ществуют хорошо разработанные методы ее качественного анализа. 

В заключение автор хочет выразить свою глубокую благодарность
С. А. Ахманову и О. В. Руденко за интерес и внимание к работе, а так
же В. А. Белоконю и В. Э. Гусеву за плодотворные дискуссии. 
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