
В физических задачах функцию возмущения имеет смысл учиты-
вать лишь в условиях (или для тех моментов времени), когда число 
возмущенных частиц в области анергий х, x-\-dx больше равновесного 

"числа частиц в этой же области. Если в системе .происходит накопле-
ние частиц, гго> из ('14), (15) видно, чгго в области х~Хо при q>(х) == О 
это условие выполняется для моментов времени т < ( | / л /2 )х^ 3 / 2 еХа 

причем уже для лг.о>5 т < 12. В типичных условиях, например в экс-
периментах, рассмотренных в <[6], накопления частиц не происходит 
(термализованные частицы удаляются из системы с помощью эффек-

тивного химического захвата), поэтому в реакции практически участ-
вуют только возмущенные частицы. 

В заключение подчеркнем, что проведенное рассмотрение выяви-
л о типичную для химии горячих атомов картину термализации быст-
рых частиц в атмосфере инертного газа, справедливую как для рэле-
евского, так и для лоренцевского газов. 

Авторы считают своим долгом выразить благодарность Е. В. Сту-
поченко за обсуждение полученных результатов. 
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1. Рассмотрим замкнутую систему авторегулирования, структур-
ная схема (Которой представлена на рис. 1. 
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Объект /регулирования описывается одномерным уравнением теп-
лопроводности и 'представляет собой нагреваемое (охлаждаемое) те-
ло классической формы: бесконечная пластина, бесконечный цилиндр, 
шар. Регулирующим воздействием на объект является .изменение по-
тока тепла или температуры на границе тела, а регулируемой вели-
чиной — температура при фиксированном значении пространственной 
координаты. Вывод передаточных, функций для таких объектов приве-
ден в работе [il], а также, без использования термина «передаточная 
функция», в курсах теплопроводности [2, 3]. 

Передаточные функции ip аюсмалгриваемого класса объектов можно 
записать следующим образом: W (р) — А (р)/В(р). 

Для бесконечной пластины и для шара 

, Л _ , ch Ы + Kqa
x sh (<?i) 

е2 ch (q2) + ft2<7|sh (q2) 

Для бесконечного сплошного цилиндра 

не/ ч и £ l / ° M + 

Ы + h2qpi (q2) 

Для бесконечного полого цилиндра 

ур(р) = h 0 fei/pri(l,2) + Mo(1 .2 ) 
/г3р01 (3,2) + к V p ц (3,2) + К V p r } & 3 ) + M o (2,3) 

В формулах приняты обозначения: qi — T^p, Т{ — неотрицатель-
ные параметры («постоянные времени»), TZ>T2^>T{\ hi — действи-
тельные ^неотрицательные параметры; еь е2, а , Р •— целочисленные па-
раметры, введенные для удобства записи (различных передаточных 
функций в виде одного выражения. О,ни могут принимать значения: 
8i = 0 или 1, 82=0 или 1, а = ± 1 , Р = ± 1 . Функции 6v(i, /) и j) 
выражаются следующим образом: 

8V ( i , у) = /v (q() Kv (qj) — h (<7/) Kv ( f t ) , 

Ч ( t . 7 ) = lo ( f t ) Кг ( f t ) + 4 ( f t ) /Co ( f t ) , 

где Iy (q) и Kv(q) — модифицированные бесселевы функции от q ин-
декса v. 

К такому же виду, жак и (р), приводятся передаточные функции 
для многих других объектов с распределенными параметрами. Заме-
тим, что, как следует из вида W (р), все подобные объекты обусловли-
вают наличие «распределенного запаздывания» в системе регулиро-
вания. 

Передаточные функции регулятора W\(p) и (корректирующего зве-
на W2(p) представляют собой отношение полиномов от р: 

Степени полиномов Я(р), Q (p), F\ (р), F2(p) соответственно равны 
п, m, fi, f2. Коэффициент усиления обозначен К• 

•Вначале будем предполагать, что W2(p) = 0 и система является 
одноконтурной. Характеристическое уравнение рассматриваемой си-
стемы имеет вид 

B(p)R(p)+KA(p)Q(p)= 0. (1> 



Для изучения динамических свойств системы нужно располагать 
информацией о траекториях корней (1) при изменении К от 0 до оо. 

2. Несмотря на сложность выражений *¥(р), метод траекторий 
корней [4] может быть эффективно применен для данного класса 
систем [5]. Функции А(р) и В(р) обладают следующими свойства-
ми, имеющими ключевое значение для использования (метода траек-
торий корней: 1) они являются однюегаачными (целыми функциями с 
порядком роста меньше единицы, 2) асимптотика их определяется 
экепонентой: e V ( т > 0 ) , 3) они имеют бесконечное число нулей на 
отрицательной части действительной оси. Действительно, функции 
ch(<7), I0(q), qash(q), qaI\ (q) представляются в виде ряда, содержа-
щего только четные степени q. Функции Ko{q) и К\ (q) содержат в 
разложении Inq, но в выражениях для 6v(f, /) и y\{i, j) логарифмы 
сокращаются, а член ряда со степенью —1, возникающий благодаря 
Ki(q) в 01 (i, /) л (i, /) , отсутствует в произведениях qQ\{i„ j) и 
qr\ (i, j). Таким образом, все входящие в выражения для А (р) и В (р) 
функции (Представляются сходящими на всей плоскости рядами, со-
держащими р только в целой степени. На основании асимптотических 
соотношений 

c h ( < 7 ) ~ s l i 0 7 ) ~ O , 5 ^ ; \ / 

делается заключение о порядке роста функций А (р) :ич В (р) и их 
асимптотике. 

Нули функций А (р) и В(р) исследовались в большом числе ра-
бот. Подробная (библиография дана в [2, 3]. Отметим, что для слу-
чая 4*3 (р) имеются в виду физически допустимые значения парамет-
ров hi (они не являются независимыми), а в случаях (р) и 4*2(р) 
для изучения нулей А (р) и В (р) очень просто может быть использо-
ван корневой годограф [5]. > 

Так как А (р) и В (р) — целые функции с порядком роста мень-
ше: единицы, то их разложения в бесконечные произведения не со-
держат экспоненциальных множителей и имеют вид 

ОО . 0 0 

А(р) = Аг Г Ц 1 " ^ - % ) > B(P) = BlPt (2) 
i=l ' t=l ' 

В (v) 
где A\=A (0), Bx == lim . , t=О или 1, щ и bt — корни А(р) и 

р^о р1 

В(р). 
Отметим, что числитель Чг(р) не может иметь нулевого корня, по-

этому соответствующие значения параметров ® выражении для ^¥{p) 
исключаются из рассмотрения. 

На основании формул (2) уравнение (1) можно записать в сле-
дующем виде: 

«1 оо т оо 

/=1 i=i /=1 i=1 

где rj и dj — корни многочленов R(p) и Q(p), р = , Qi и 

R1 — константы, возникающие при записи •многочленов'по аналогии 
с формой бесконечного произведения, t i= t - \ -{n—щ). 
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З. Перейдем IK рассмотрению свойств корневого годографа (1). Го-
дограф имеет бесконечное (но счетное) число ветвей,, 'начинающихся 
при увеличении К от нуля из точек bi и г/ и заканчивающихся при 
Д-^оо в точках at и d), а также в бесконечной точке. Возникновение и 
исчезновение корней возможно только в бесконечной точке. Эти свой-
ства следуют из того, что все входящие в (1) функции являются це-
лыми и удовлетворяют условию: f{p)—f{p), поэтому Траектории кор-
ней симметричны относительно действительной оси. Дальнейшее рас-
смотрение будет проведено на основе использования уравнения фаз 
и уравнения модуля параметра, которые запишем, вводя обозначение 

B(p)R(p) 

B(p)R(p) 

Л(р) = arg , 
I A(p) Q(p) 

в следующем виде: 

X(p) = n(2l~l), / - 1 , 2 , . . . ; |А:| = 

Величину к(р) можно записать, используя (3): 
А (р) Q (р) 

п 1 оо 

/ = 1 1=1 

ОТ 00 

- M ' - i h l M ' - i ) - 1 . № 
/ = 1 1 = 1 

Такая запись позволяет без вычислений определить участки дей-
ствительной оси, принадлежащие годографу при К > 0 . 

Соотношение (4) может быть эффективно применено для построе-
ния траекторий, так как корни аг- и bi находятся ,на отрицательной 
части действительной бои и соответствующие ряды в выражении для 
К(р) достаточно быстро сходятся. 

Для изучения уходящих к бесконечной точке траекторий заменим 
в выражении для Х(р) функции А (р) и В(р) их аоимнтотичесйими 
представлениями. Тогда функция X (р) примет вид 

X(p)~G(p,Vp)e*vf,. 

где G(p, ]//?) дробно -р ацион а л ьн а я' функция от р и 
Аргумент (фаза) еур лбудет равен я (21—1) только при измене-

нии р = б+/со в плоскости по параболам 

4Л/2 03 •iV2, N = я ( 2 / 1} -, 1=1, 2, ... (5) 

На этих параболах при б->оо аргумент G(p, ijp) будет стремить-
ся к нулю. Следовательно, согласно уравнению фаз, асимптотика ухо-
дящих к бесконечной точке траекторий определяется параболами (5). 
Тот факт, что корни по этим траекториям уходят к бесконечной точ-
ке, ia не приходят из (нее, устанавливается по уравнению модуля па-
раметра: .из условия б-^-оо следует, что 

Для примера на рис. 2 приведен годограф системы для случая 

10 



-Характеристическое уравнение дайной системы имеет вид 

pIo(l!p)+K(p+l)=0. 
Пунктиром на рис. 2 показаны асимптоты. 

4. Одноконтурные системы теряют устойчивость при возрастании 
К. Это 'следует из того, что уходящие в бесконечность траектории 
'стремятся к параболам (5). Однако и для систем с объектами рас-
сматриваемою типа можно добиться устойчивости при если 
воспользоваться методом [6]. Откажемся от условия и 
рассмотрим двухконтурную систему. Ее характеристическое уравне-
ние имеет вид 

B(p)R(p)F2(p)+K[Fl(p)B(p)Q(p)+F2(p)Q(p)A(p)]=0. (6) 
Выражение для Х(р) можно записать в виде 

X(р) = arg f А Ш ^ 

При p^-oo вне г <•— сектора, показанного на рис. 3, второе сла-

№ 

£ '////////.'А" > ' / ; ' / / / / / / / / . " " " i , r T 1 

Рис. 3 

Ш5 л_ iIA^jct Г;; 
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Рис. 4 

гаемое в знаменателе стремится к нулю. Этот факт следует из того, 
что если arg рфл, то (асимптотика W(p) определяется e_2Yp при фи-
зически допустимых значениях параметров Следовательно, для 
1(р) справедливо выражение 

I Q{p)Fi(p) 
и уходящие в бесконечность траектории (6) определяются уходящими 
в бесконечность траекториями вспомогательного уравнения 

R(p)F2(p)+9iQ(p)Fl(p)= 0. 
Таким образом, если асимптоты (6) и предельные точки (6) ле-

жат в левой полуплоскости, то система с (Характеристическим уравне-
нием (6) будет устойчива при /С-^-оо. 

Для иллюстрации на рис. 4 приведен годограф системы рассмат-
риваемого типа, устойчивой при Передаточные функции имеют 
Р И Д 

К W(p) = 1 

/о <Ур) ' 
wAp) = 0,25p2 + p + l Р+ 1 
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Характеристичеокое уравнение системы имеет вид 
h{1p) (0,25р2 + р + 1 ) (р+1)+/6[р/о(Ур) + ( р + 1 ) ] = 0 . 

Асимптоты этого уравнения определяются уравнением 
i2+p+l)(p+\)+Kp=0. 

Это уравнение имеет вертикальную асимптоту с центром в точке-
8 = —2,5, 'показанную «на рис. 4 пунктиром. 

В заключение отметим, что методы 'синтеза [6] полностью спра-
ведливы и для систем с объектами рассматриваемого типа. Доказа-
тельство этого факта в общем случ!ае, когда К нелинейно входит в-
хар а ктеристическо е ур авне. 
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ИЗЛУЧЕНИЕ КОГЕРЕНТНОГО ОСЦИЛЛЯТОРА 

Г. А. Чижов, О. Ф. Дорофее: 
(кафедра квантовой теории) 

Наиболее близкое к классическому квантовое описание осцилля-
тора достигается с помощью когерентных состояний [1], минимизи-
рующих соотношение неопределенностей &хАрх^>л,/2. Когерентные 
состояния определяются непрерывными /параметрами — координатой 
и скоростью центра гауссова пакета. Однако использование когерент-
ных состояний при расчетах (связано с трудностями из-за .переполне-
ния системы функций, что исключает, например, возможность введе-

перехода, обычного при использовании пол-
стемы стационарных состояний. 

что1 любое когерентное состояние будет 
анной с центром пакета. Для этого можно 

рассмотреть осциллятор в переменных t, у, z, где %=х—x0(t) яв-
ляется отклонением от классического закона движения. Уравнение 
Шредингера с оператором Гамильтона 

ния понятия вероятности 
ной ортонормированной ш 

Нетрудно убедиться, 
основным в системе, связ 

Н = — — | (i% 2m { 
подстановкой 

JL + mXoy + (mJLY + 

У = — е х р 
2 я й 
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i% 
dz 

-h-f- +*X0l 

Pi 
2m t + p ± r j _ j + mx0J it, I ) , (1) 




