
С использованием формул (7), (8) была рассчитана степень попереч-
ного перераспределения концентрации атомов примеси п20/п2(Я) в за-
висимости от расстояния до катодной границы столба. 

Частота ионизации аппроксимировалась линейной зависимостью 
от энергии [11], подвижности ионов Не и Хе были взяты из работы [12]. 
Функция распределения электронов по скоростям предполагалась мак-
свелловской. 

Из рис. 2 видно, что результаты эксперимента и теоретического рас-
чета находятся в удовлетворительном согласии. 

Таким образом, экспериментально получены зависимости степени 
радиального перераспределения легкоионИзуемой примеси ксенона в 
Не—Хе-разряде в широком диапазоне давлений и разрядных токов. 
Кроме того, показано, что в положительном столбе при изучении ради-
ального катафореза надо учитывать и продольное разделение компо-
нент смеси. 
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К ВОПРОСУ О ЕДИНСТВЕННОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ТЕПЛОВОГО 
ИСТОЧНИКА ПО КОСВЕННЫМ ДАННЫМ 

В. Б. Гласко, Е. Е. Кондорская, Ш. М. Бидзинов 

(кафедра математики) 

1. В ряде работ с помощью регуляризирующих алгоритмов [1] изу-
чается тепловое состояние физических систем в условиях, когда источ-
ники теплового поля недоступны непосредственному измерению [2—5]. 
Эти задачи принадлежат к классу обратных. 

В частности, в работе [2] рассмотрена задача о локализации теп-
лового источника по некоторым характеристикам заданного вне зани-
маемой им области температурного поля, отмечено ее прикладное зна-
чение, а также рассмотрены вопросы единственности и корректности в 
рамках двумерной плоской модели с точечным источником заданной 
интенсивности. 

На практике, однако, далеко не всегда можно считать источник то-
чечным. Представляет также интерес определение его интенсивноеги^ 
которая, как правило, неизвестна. При этом принципиальным является 
вопрос о единственности решения — вне зависимости от конкретной мо-
дели источника, — так как положительный ответ на него гарантирует 
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лравильность постановки задачи. Этим вопросам и посвящена настоя-
щая работа. 

2. Рассмотрим сначала, аналогично [2], двумерную плоскую модель 
с точечным источником интенсивности f(t). Тогда температурное поле 
удовлетворяет условиям 

a2 A U — = / (t) б (х — х0) 

х Е= [хг, х2) е R2; U\t=0 = 0, 

( - о о < | х | < + о о , * > 0 ) ; , 

-откуда ' 
t 

U(x, t) = j G ( x —х 0 , t — т) /(т)dx. 
о 

Могут быть поставлены следующие задачи об определении характери-
стик источника: 

а) интенсивность источника f(t) известна, требуется найти его по-
ложение, т. е. х0; 

б) известно х0, требуется найти f(t); 
в) требуется одновременно определить f(t) и х0. 

При этом существен вопрос о минимальности Информации о темпера-
турном поле U(x, t), необходимой для однозначного решения этих за-
дач. 

Вопрос о единственности решения первой из названных задач, как 
уже отмечено, рассмотрен в [2]. Оказалось, что в случае существования 
решения для однозначного его определения достаточно указать значе-
ния температуры в трех точках, не лежащих на одной прямой, в п р о -
извольный момент t>0. При этом интенсивность f(t) полагалась не-
прерывной и неотрицательной. 

Для второй задачи ( « б » ) , в предположении, что f(t) принадлежит 
классу непрерывных функций ограниченного роста, оказывается спра-
ведливой 

Теорема 1. Пусть х ь х0 — фиксированные точки плоскости, 
хо. Тогда решение {U(x, t), f(t)}. задачи (1) с дополнительным усло-
вием U |Х=Х1 = Ф (0 единственно. 

Таким образом, для однозначного определения f(t) достаточно в 
этом случае задать температуру (как функцию времени) в одной про-
извольной точке. Справедливость этого утверждения вытекает из экви-
валентности задачи интегральному уравнению 1-го рода типа свертки. 

Потребовав аналитичность f(t), можем установить с помощью, на-
пример, асимптотического (при t—^oo) анализа следующий факт. 

Теорема 2. Пусть х0 — заданное значение и f(t) принадлежит Д —* 
классу аналитических на [0, t\ функций. Тогда решение {U(x , t), f(t)} 
задачи (1) с дополнительными условиями U{%i, ^ ) = ф ( х ) , 
x i ^ l (I — некоторая прямая), единственно. 

Подчеркнем, что в данном случае температура задана в момент tx 
« а некоторой прямой. 

Не приводя результатов расчета, отметим, что решение задачи, рас-
смотренной в теореме 1, было успешно выполнено на ЭВМ в рамках не-
которых моделей с помощью специального регуляризирующего алго-1 

ритма [5]. 
Рассмотрим теперь вопрос о единственности одновременного опре-

деления величин х0, f(t) (случай «в» ) . 
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Теорема 3. Пусть xs ( s = l , 2, 3), xs^=x0 — фиксированные точки 
плоскости, не лежащие на одной прямой. Тогда решение {U(x, t), f(t)y 
хо} задачи 1 с дополнительными условиями 1/|х=х, = ф ( 0 и U(xs, tx) = 
= vs (s=2, 3; f i > 0 ; vs задана) единственно. 

При доказательстве использовался асимптотический анализ (при 
t-+0) в предположении аналитичности / ( / ) . 

Таким образом, для однозначного определения характеристик теп-
лового источника оказывается достаточным задать температуру в трех 
точках, не лежащих на одной прямой: в одной из них — как функцию 
времени, а в двух других — в некоторый произвольный момент. 

Доказанные факты позволяют формулировать итерационный про-
цесс для поиска обеих величин одновременно. 

20 
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Рис. 1. Интенсивность источни-
ка f(t): — точное значение 
f(t)=t,- начальное при-
ближение /нач = 0,8^ X — X — 

решение 

" Г 
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Рис. 2. Определе-
ние координат ис-
точника: 1 — точ-
ное значение х 0 = 
= (*ь х2) = (9,5; 
11,7); 2 — началь-
ное приближение 
(6,3; 7,1); 3 —ре-
шение (9,43i; 11,63) 

Пусть х<%, f ( 0 ) (0 — некоторые начальные приближения и пусть уже 
найдены х0, / ( s - 1 ) ( 0 - Тогда / ( 5 ) (0 определяется задачей о минимизации 
сглаживающего функционала Тихонова относительно f(t), где а — 
= а (6 ) выбирается по принципу невязки. В качестве алгоритма мини-
мизации используется переход к уравнению Эйлера. 

Вслед за тем х^о (при найденной fis)(t)) определяется минимиза-
цией функционала 

£ {U[xn, ^,x0]-?(xn)}2. 
и=1 

(Температура предполагается заданной в N точках.) Процесс заканчи-
вается по условию совпадения соседних приближений с заданной точ-
ностью. 

На рис. 1, 2 представлены некоторые результаты такого расчета в 
сравнении с начальным приближением и точным решением задачи. Мы 
не останавливаемся здесь на аналитическом обосновании сходимости 
процесса. 

3. Пусть теперь источник не является точечным. Данные о темпера-
турном поле, которое он порождает, относятся к области вне источни-
ка. Можно анализировать модели, отвечающие различным стадиям его 
развития: а) источник, локализованный в заданной области g, неизве-
стной равномерной интенсивности, которая подлежит определению: 
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f(x, 0 — б) финитный во времени источник неизвестной интен-
сивности / (х , t), распределенный в заданной области g ; в) финитный 
во времени источник неизвестной интенсивности f(x, t), распределенный 
в области g, точные границы которой неизвестны; г) наконец, развитый 
источник, интенсивность которого зависит также и от температуры. (Мо-
дель точечного источника при этом следует рассматривать как началь-
ную, узколокальную стадию.) Мы ограничимся здесь рассмотрением 
первой стадии (а), оставаясь по-прежнему в рамках плоской двумер-
ной задачи ( х е ] ? 2 ) . 

4. Рассмотрим задачу об определении интенсивности источника как 
функции времени в заданной области g (случай «а» ) . U (х, i) при этом 
описывается условиями 

В этом случае справедлива аналогичная теореме 1 и вытекающая из 
тех же соображений 

Теорема 4. Задача (2) при условиях |i /|<oo и U(x\, t)=\x(t), где 
Xi qtg и f (t) еС[О, Т], имеет единственное решение. 

Справедлива также теорема 41, утверждающая единственность ре-
шения аналогичной задачи, в которой f{t) заменена на &~{t) — 
=-ф(/)а(х) относительно Г] при любой знакоопределеннойг 
кусочно-непрерывной У(Х). 

Заметим, что температуру для однозначного определения f(t) при 
этом достаточно задать как функцию времени в одной произвольной 
точке, как и в случае точечного источника. 

При условии аналитичности f(t) асимптотический анализ (при 
^->0) позволяет убедиться в единственности решения задачи (2) в слу-
чае, если температура задана в одной точке, не принадлежащей g, в. 
фиксированный момент времени. 
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(2) 

£/|*=о = ф(х) . 
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